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঻نامතअرتऑق

است. آن نشر علم زکات همانا

بهرهمند او لایزال علم از اندکͬ تا فرمود عطا توفیق ناچیز بنده این به که شͺرگزارم را بزرگ خداوند
نمایان را ریاضیات علم زیباییهای از برخͬ که بنویسد ͬͺکوچ رساله باشد داشته توفیق و گشته
قدردانͬ و تشͺر صمیمانه مهر، پور صالحͬ سعید دکتر آقای جناب زحمات از باید ابتدا مͬسازد.
آقای جناب از ͬ نمایم. م طلب بیشتر هرچه سرافرازی و سلامت برایشان بزرگ خداوند از و نموده
را امتنان و سپاس کمال فرمودند، تقبل را رساله این مشاوره ی زحمت که عیوضلو دکترجعفر صادق

دارم.
قدردانͬ حومئͬ هژیر دکتر آقای جناب و رنجبری اصغر دکتر آقای جناب ارزنده ی زحمات از ادامه در
طول در که ریاضͬ علوم دانشͺده اساتید و دوستان خانواده ام، اعضای تمامͬ از پایان در و ͬ نمایم. م

ͬ نمایم. م تشͺر و تقدیر بوده اند، اینجانب حامͬ و یار همواره تحصیل دوران
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پور مهر صالحͬ سعید : راهنما استاد

عیوضلو صادق جعفر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه ریاضͬ منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: دكتري  تحصیلͬ: مقطع

۶٧ صفحات: تعداد ١٣٩۵ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

کولموگوروف، پیچیدگͬ سازی، ساختاری سازی، راسری گودل، ناتمامیت قضایای واژه ها: کلید
بِری. پارادکس

چͺیده

قضیه اثباتهای برخͬ برای شدن» «ساختاری و شدن» «راسری خاصیت دو بررسͬ به رساله این در
با فقط نظریه ناتمامیت اثبات که است این شدن» «راسری از منظور مͬپردازیم. ناتمامیت اول
«ساختاری از منظور و باشد ω‐سازگاری) مانند قویتری شرط نه (و آن سازگاری شرط از استفاده
اثباتͬ ما شود. ارايه ناپذیر تصمیم های گزاره از) ͬͺی) محاسبه برای الͽوریتمͬ که است این شدن»
ساده سازگاری از فقط ولͬ است شایتین برهان شبیه بسیار که مͬدهیم ارايه ناتمامیت اول قضیه از
سازگاری آن، برای بهینه شرط که مͬدهیم نشان بولوس اثبات مورد در ولͬ مͬکند. استفاده نظریه
دو از ͷی هیچ که مͬکنیم ثابت شدن، ساختاری مورد در است. خودش سازگاري جمله با نظريه
برای ناتمامیت اول قضیه از تعمیمهایی آخر، فصل در نیستند. ساختاری شایتین و بولوس اثبات

هستند: زير شرح به پاياننامه اين از مستخرج مقالههاي مͯكنيم. ارايه را تعریفپذیر نظریههای
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

حساب نظريههاي ١ . ١

نمادهای شامل زبانͬ یعنͬ حساب»، «زبان در معمولا˟ مͬکنیم بررسͬ رساله این در كه نظریههایی

حساب، نظریههای در مͬگیریم). نظر در منطق از نمادی عنوان به را =) مͬباشند ،< و · ،+ ،s ،0

فرمول ͷی گودل عدد مͬدهیم. نشان n با را است n عدد نماینده که بار)، n) s(s(...s(0)..) ترم

«حساب مͬگیریم، نظر در حساب برای که نظریهای ترین ساده مͬدهیم. نشان ⌜φ⌝ نماد با را φ

مͬباشند: زیر صورت به نظریه این اصول مͬدهیم. نشان Q با را آن که است رابینسون»١

1- ∀x : s(x) ̸= 0

2- ∀x, y : s(x) = s(y)→ x = y

3- ∀x : x+ 0 = x

4- ∀x, y : x+ s(y) = s(x+ y)

5- ∀x : x · 0 = 0

١Robinson arithmetic

٣



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

6- ∀x, y : x · s(y) = x · y + x

7- ∀x : x ̸= 0→ ∃y : x = s(y)

8- ∀x, y : x < y ↔ ∃z : s(z) + x = y

این در جزئ٢ͬ بازگشتͬ توابع تمامͬ دارد؛ زیادی های توانایی نظریه این اصول، سادگͬ وجود با

براي .([۵]) است اثبات قابل نظریه این در هم ناتمامیت اول قضیه و هستند نمایش قابل نظریه

كنيم. تعريف را مقدماتͯ»٣ «بازگشتͯ توابع مجموعه بايد ابتدا جزئͯ، بازگشتͯ توابع تعريف

شامل كه است f : N→ N توابع از مجموعه كوچͺترين مقدماتͯ» «بازگشتͯ توابع .١ . ١ . ١ تعریف

(h(x1, · · · , xn) = xi ) تصوير توابع و ،(S(x) = x+1 ) تالͯ تابع ،(Z(x) = 0 ) صفر ثابت تابع

توابع: اگر يعنͯ باشد، بسته بازگشت و تركيب تحت و بوده

f(x1, · · · , xm), g1(y1, · · · , yn), gm(y1, · · · , yn)

h(y1, · · · , yn) = f(g1(y1, · · · , yn), · · · , gm(y1, · · · , yn)) تابع آنگاه باشند، مقدماتͯ بازگشتͯ

مقدماتͯ بازگشتͯ g(y, z, x1, · · · , xn) و f(x1, · · · , xn) توابع اگر و است مقدماتͯ بازگشتͯ نيز

است: مقدماتͯ بازگشتͯ نيز مͯشود تعريف زير صورت به كه h(y, x1, · · · , xn) تابع آنگاه باشند،

h(y, x1, · · · , xn) =

 f(x1, · · · , xn) if y = 0

g(y − 1, h(y − 1, x1, · · · , xn), x1, · · · , xn)) if y > 0

مͯدهيم: قرار f(x, y1, · · · , yn) تابع هر براي .١ . ١ . ٢ تعریف

µx(f(x, y1, · · · , yn) = 0) =

 a if a is minimum x which satisfies f(x, y1, · · · , yn) = 0

↑ if there is no such a x

است). نشده تعریف µx(f(x, y1, · · · , yn) = 0) حالت این در که است معنا این به ↑ (نماد

٢partial recursive functions
٣primitive recursive



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

چون: است، اولیه بازگشتͬ جمع تابع .١ . ١ . ٣ مثال

x+ y =

 x if y = 0

s(x+ (y − 1)) if y > 0

چون: است، اولیه بازگشتͬ ضرب تابع .۴ . ١ . ١ مثال

x · y =

 0 if y = 0

x · (y − 1) + x if y > 0

چون: است، اولیه بازگشتͬ (2x ) توان تابع .۵ . ١ . ١ مثال

2x =

 1 if x = 0

2 · 2(x−1) if x > 0

است: اولیه بازگشتͬ آن تعریف به توجه با زیر تابع .۶ . ١ . ١ مثال

P (x) =

 0 if x = 0

x− 1 if x > 0

است: اولیه بازگشتͬ قبل مثالهای به توجه با نیز زیر تابع .١ . ١ . ٧ مثال

neg(x, y) =

 x if y = 0

P (neg(x, y − 1)) if y > 0

است: اولیه بازگشتͬ آن، تعریف به توجه با نیز، زیر تابع .١ . ١ . ٨ مثال

Sgn(x) =

 0 if x = 0

1 if x > 0



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

یعنͬ: آن، مشخصه تابع اگر گوییم اولیه بازگشتͬ را R ⊆ Nk رابطه ͷی .١ . ١ . ٩ تعریف

χR(x1, · · · , xn) =

 1 if R(x1, · · · , xn)

0 if ¬R(x1, · · · , xn)

باشد. اولیه بازگشتͬ

به مͬتوان را آن مشخصه تابع چون است، اولیه بازگشتͬ بودن» «کوچͺتر رابطه .١ . ١ . ١٠ مثال

نوشت: زیر صورت

χ<(x, y) = Sgn(neg(x, y))

توابع شامل كه است توابع از مجموعه كوچͺترين جزئͯ» «بازگشتͯ توابع مجموعه .١ . ١ . ١١ تعریف

باشد. بسته فوق) در شده (تعريف µx عملͽر تحت و بوده اوليه بازگشتͯ

: چون است، جزئͯ بازگشتͬ f(x) = ⌈√x⌉ تابع .١ . ١ . ١٢ مثال

f(x) = µz(Sgn(z
2 − x) = 0).

هستند: اثبات قابل Q در زير گزارههاي همه .١ . ١ . ١٣ قضیه

A : ∀x, y(x+ y = 0→ (x = 0 ∨ y = 0)).

B : ∀x, y(x · y = 0→ (x = 0 ∨ y = 0)).

C : ∀x(x+ 1 = s(x)).

D : ∀x(x ≥ 0).

E : ∀x(s(x) ≤ n+ 1→ x ≤ n)

F : ∀x(s(x) + n = x+ n+ 1)

G : ∀x(x ≥ n→ (x = n ∨ x ≥ n+ 1))

ودرنتيجه: y = s(z) داريم مناسب z يك براي آنگاه y ̸= 0 اگر :A قسمت اثبات برهان.



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

x+ y = s(x+ z) ̸= 0

.(۴ و ١ هاي اصل به توجه (با

و x = s(u) داريم مناسب v و u براي پس .y ̸= 0 و x ̸= 0 كنيد فرض :B قسمت اثبات

نتيجه: در .y = s(v)

x · y = s(u) · s(v) = s(u) · v + s(u) = s(s(u) · v + u) ̸= 0.

:C قسمت اثبات

x+ 1 = x+ s(0) = s(x+ 0) = s(x).

داريم مناسب z يك براي آنگاه x ̸= 0 اگر و است بديهͯ حͺم x = 0 اگر :D قسمت اثبات

.0 < x مͯشود نتيجه ٨ اصل از حال .s(z) + 0 = x داريم (٣ اصل بر (بنا پس .x = s(z)

است. برقرار حͺم و x = n مͯشود نتيجه ٢ اصل از آنگاه s(x) = n+ 1 اگر :E قسمت اثبات

داريم: مناسب z يك براي آنگاه s(x) < n+ 1 اگر و

s(z) + s(x) = n+ 1

⇒ s(s(z) + x) = s(n)

⇒ s(z) + x = n

⇒ x < n.

داريم: n = 0 براي مͯكنيم. عمل n زبان)روي فرا (در استقرا به :F قسمت اثبات

s(x) + 0 = s(x) = x+ 1

n+ 1 حالت براي اثباتͯ و است شده اثبات n براي حͺم كنيم فرض حال .(C قسمت به توجه (با

مͯآوريم: دست به

s(x) + n+ 1 = s(x) + s(n) = s(s(x) + n) = s(x+ n+ 1) = x+ n+ 2.

است). شده استفاده استقرا فرض از سوم تساوي در و ۴ اصل از دوم تساوي (در



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مناسب z يك براي پس .x ̸= n و x ≥ n كنيم فرض (Q نظريه درون (استدلال :Gقسمت اثبات

.x ≥ n+ 1 پس ،z + n+ 1 = x مͯشود نتيجه قبل قسمت به توجه با و s(z) + n = x داريم

هستند: اثبات قابل Q در زير گزارههاي m,n ∈ N هر براي .١۴ . ١ . ١ قضیه

A : m+ n = m+ n.

B : m · n = m · n.

C : m ̸= n (if m ̸= n.)

D : ∀x(x ≤ n↔ (x = 0 ∨ x = 1 ∨ · · · ∨ x = n)).

E : ∀x(x ≤ n ∨ x ≥ n).

بلافاصله حͺم n = 0 براي مͯكنيم. عمل n روي زبان) فرا (در استقرا به :A قسمت اثبات برهان.

n + 1 براي را آن و است شده اثبات n براي حͺم كه كنيم فرض حال مͯشود. نتيجه ۴ اصل از

كنيم: اثبات

.m+ n+ 1 = m+ s(n) = s(m+ n) = s(m+ n) = m+ n+ 1

است). شده استفاده استقرا فرض از سوم تساوي (در

از بلافاصله حͺم n = 0 براي مͯكنيم. عمل n روي زبان) فرا (در استقرا به :B قسمت اثبات

اثبات n+ 1 براي را آن و است شده اثبات n براي حͺم كه كنيم فرض حال مͯشود. نتيجه ۵ اصل

كنيم:

.m · n+ 1 = m · s(n) = m · n+m = m · n+m = m · n+m = m · (n+ 1)

است). شده استفاده A قسمت از پنجم و چهارم تساوي در و استقرا فرض از سوم تساوي (در

كرد فرض مͯتوان تقارن بر بنا مͯكنيم. عمل n روي زبان) فرا (در استقرا به :C قسمت اثبات

درستͯ و باشد 0 برابر الزاماً بايد m ،n = 1 حالت براي است. ممͺن غير n = 0 حالت .m < n كه

n + 1 براي را آن و بوده برقرار n براي حͺم كه كنيم فرض حال مͯشود. نتيجه ١ اصل از حͺم



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

يك (براي m = m0 + 1 پس m > 0 اگر و مͯشود نتيجه ١ اصل از حͺم m = 0 اگر كنيم. ثابت

٢ اصل از و Q ⊢ m0 ̸= n مͯشود نتيجه استقرا فرض از پس m0 < n درواقع چون مناسب). m0

.Q ⊢ m ̸= n+ 1 يعنͯ ،Q ⊢ m0 + 1 ̸= n+ 1 مͯشود نتيجه

نتيجه A از قسمت←بلافاصله مͯكنيم. عمل n روي زبان) فرا (در استقرا به :D قسمت اثبات

نتيجه ١۴ . ١ . ١ قضيه A قسمت از حͺم n = 0 براي مͯكنيم. اثبات قسمت→را فقط پس مͯشود.

Q نظريه در حال مناسب). n0 يك (براي n = s(n0) بنابراين .n > 0 كنيم فرض پس مͯشود.

مͯكنيم: استدلال چنين

از پس .x = s(z) كه دارد وجود z يك پس ،x ̸= 0 اگر و است بدیهͬ حͺم x = 0 اگر

بنابراین .z = 0 ∨ · · · ∨ z = n استقرا) فرض به توجه (با و z ≤ n كه مͯشود نتيجه x ≤ n+ 1

.x = 1 ∨ · · · ∨ x = n+ 1 يعنͯ ،s(z) = 1 ∨ · · · ∨ s(z) = n+ 1

کنیم فرض حال .∀x(x ≥ 0) که مͬشود نتیجه D قسمت ١ . ١ . ١٣ قضیه از :E قسمت اثبات

آنگاه x ≤ n اگر مͬکنیم: استدلال صورت این به Q درون و Q ⊢ ∀x(x ≥ n ∨ x ≤ n) که

یا x = n داریم ١ . ١ . ١٣ قضیه G قسمت بر بنا آنگاه x ≥ n اگر و است. برقرار حͺم و x ≤ n+ 1

است. برقرار حͺم صورت دو هر در که x ≥ n+ 1

مدل در ∃xφ(x) جمله اگر ،(x آزاد متغیر تنها (با φ(x) مانند ∆0 گزاره هر برای .١۵ . ١ . ١ قضیه

Q ⊢ ∃xφ(x) آنگاه باشد درست حساب استاندارد

N ⊨ φ(k1, · · · , kn) اگر ،φ(x1, · · · , xn) مانند ∆0 فرمول هر برای دهیم نشان است کافͬ برهان.

t(x1, · · · , xn) ترم هر برای ،B قسمتهایAو ،١۴ . ١ . ١ قضیه به توجه با .Q ⊢ φ(k1, · · · , kn) آنگاه

داریم: k1, · · · , n ∈ N هر و

Q ⊢ (k1, · · · , kn) = V al(t(k1, · · · , kn))

حالتهایی برای حͺم که مͬشود نتیجه ١۴ . ١ . ١ قضیه از حال .(Q ⊢ 2+(3∗5) = 17 مثال (برای

اگر که نکته این به توجه (با است. برقرار باشد اتمͬ گزاره ͷی نقیض یا اتمͬ گزارهای φ(x) که

:١۴ . ١ . ١ قضیه به توجه با و m < k آنگاه N ⊨ ¬(k ≤ m)

Q ⊢ k ≤ m→ (k = 0 ∨ · · · ∨ k = m)).
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(یا اتمͬ فرمولهای ترکیب از که فرمولهایی برای حͺم که مͬشود اسقرا ͷکم با و سادگͬ به

فرمول که کنیم فرض آخر در است. برقرار نیز مͬآیند دست به منطقͬ رابطهای ͷکم با اتمͬ) نقیض

k0 ≤ k1 ͷی برای پس .N ⊨ φ(k1, · · · , kn) و باشد ∃y ≤ x1ψ(y, x2, · · · , xn) صورت به φ

بنابراین .Q ⊢ ψ(k0, k2 · · · , kn) که مͬشود نتیجه استقرا فرض از .N ⊨ ψ(k0, k2 · · · , kn) داریم

حͺم باشند، ∀y ≤ x1ψ(y, x2, · · · , xn) صورت به که گزارههایی برای .Q ⊢ φ(k1, k2 · · · , kn)

مͬشود. اثبات مشابه روش به

درست گزارههای تمام یعنͬ ، است «Σ1‐کامل» ،Q نظریه که مͬدهد نشان واقع در فوق قضیه

مͬکند. اثبات را Σ1 و

F (x, y) فرمول ͷی اگر است نمایشپذیر۴ T نظریه در f : N → N تابع گوییم .١۶ . ١ . ١ تعریف

اگر فقط و اگر f(m) = n باشیم داشته m,n ∈ N هر برای که طوری به باشد داشته وجود

.T ⊢ ∀y(y = n↔ F (m, y))

.([۵]) هستند نمایشپذیر Q نظریه در بازگشتͬ توابع همه که کرد ثابت مͬتوان

0, s,+, ·, < نمادهای همه و طبیعͬ اعداد آن دامنه که مدلͬ یعنͬ حساب»۵، استاندارد «مدل

مدل در φ که است این N ⊨ φ از منظور مͬدهیم. نشان N با را مͬشوند، تعبیر عادی صورت به

گودل قضیه اثبات در مهمͬ نقش است، معروف قطری۶ لم به که زیر، نتیجه است. درست استاندارد

دارد: دیͽر نتایج بسیاری و

که: طوري به دارد وجود ψ جمله ͷی ،(x آزاد متغیر تنها (با A(x) فرمول هر برای .١ . ١ . ١٧ لم

Q ⊢ ψ ↔ A(⌜ψ⌝).
۴representable
۵standard model of arithmetic
۶diagonal lemma



١١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تعریف ∃x(x = ⌜A⌝ ∧ A) فرمول برابر را A فرمول سازی»٧ ِ«قطری ِA فرمول هر برای برهان.

معادل واقع در فوق فرمول آنگاه باشد x آزاد متغیر تنها با فرمولͬ A اگر که کنید دقت مͬکنیم.

سادگͬ به است. تعریف خوش آن سازی قطری دلخواه فرمول هر برای البته ولͬ مͬباشد. A(⌜A⌝)

ͷی شده سازی قطری گودل عدد که دارد وجود diag اولیه بازگشتͬ تابع ͷی که داد نشان مͬتوان

نمایش T ⊇ Q نظریه هر در پس است اولیه بازگشتͬ diag چون مͬکند. محاسبه را دلخواه فرمول

برای پس مͬدهد. نمایش T نظریه در را diag که باشد فرمولͬ Diag(x, y) کنیم فرض است. پذیر

B(x) کنید فرض .T ⊢ ∀y(Diag(m, y) ↔ y = n) آنگاه diag(m) = n اگر m,n ∈ N هر

را G گزاره باشد. B(x) فرمول گودل عدد b کنید فرض باشد. ∃y(Diag(x, y) ∧ A(y)) فرمول

مͬشود نتیجه B(b) از است. B(b) معادل منطقͬ طور به که مͬدهیم قرار ∃x(x = b∧B(x)) برابر

گودل عدد همان c ولͬ مͬکند. صدق diag(b) = c شرط در که است عددی c آن در که A(c)

نتیجه در و ∃y(Diag(b, y)∧A(x)) آنگاه A(⌜G⌝) اگر برعکس: .A(⌜G⌝) پس مͬشد. G فرمول

مͬباشد G همان که ∃x(x = b ∧ ∃y(Diag(x, y) ∧ A(x)))

قطری لم «پارامتری» صورت به (که داریم نیاز نیز لم این یافته تعمیم صورت به موارد بعضͬ در

است): معروف

فرمول ͷی ،(y1, · · · , yn و x آزاد های متغیر (با A(x, y1, · · · , yn) فرمول هر برای .١ . ١ . ١٨ لم

که: طوری به دارد وجود ψ(y1, · · · , yn)

Q ⊢ ∀y1, · · · , yn
[
ψ(y1, · · · , yn)↔ A(⌜ψ⌝, y1, · · · , yn)

]
.

هر برای مͬآید. دست به رابینسون حساب به استقرا اصول کردن اضافه از (PA) پئانو حساب

است: زیر صورت به مربوط استقرای اصل ،φ فرمول

∀x
[
φ(x)→ φ(s(x))

]
→

[
φ(0)→ ∀xφ(x)

]
.

٧diagonalization
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مجموعه Π0 = Σ0 = ∆0 یعنͬ مͬشود، تعریف استاندارد روش به حسابی٨ مراتب سلسه

∃x < t(...) یا ∀x < t(...) صورت به (یعنͬ هستند محدود سورها همه آن در که است فرمولهایی

Σn+1 و مͬگوییم) هم کراندار»٩ های «فرمول فرمولها، این به است؛ ترم ͷی t آن در که مͬباشند،

مجموعه Πn+1 و است Πn فرمول ͷی A آن در که است ∃x1 · · · ∃xiA صورت به فرمولها مجموعه

ثابت PA در مͬتوان مͯباشد. Σn فرمول ͷی A آن در که است ∀x1 · · · ∀xiA صورت به فرمولها

ͷی ∃xφ(x, y) اگر مثلا́ یعنͬ هستند، بسته کراندار های سور تحت Σn و Πn کلاسهای که کرد

.([١١]) نوشت Σn فرمول ͷی صورت به مͬتوان نیز را ∀y < t∃xφ(x, y) آنگاه باشد، Σn فرمول

مͬکند بیان که دارد وجود ProofT (y, x) مانند ∆0 محمول ͷی حساب متداول نظریههای همه برای
پذیری»١٠ اثبات «محمول است. x گودل عدد با فرمول برای (T نظریه (در اثبات ͷی گودل عدد y

زبان در نظریه ͷی برای مͬشود. تعریف PrT (x) ≡ ∃yProofT (y, x) صورت به T نظریه برای

مͯشود: تعريف زير صورت به «ω‐سازگاري» حساب،

به باشد نداشته وجود φ(x) مانند فرمولͯ اگر گوييم «ω‐سازگار» را T نظريه يك .١ . ١ . ١٩ تعریف

.T ⊢ ∃x¬φ(x) حال عين در و T ⊢ φ(n) باشيم داشته n ∈ N هر براي كه طوري

نداشته وجود φ(x) ∈ Πn−1 مانند فرمولͯ اگر گوييم «n‐سازگار» را T نظريه .١ . ١ . ٢٠ تعریف

.T ⊢ ¬φ(i) باشيم داشته i ∈ N هر براي حال عين در و T ⊢ ∃xφ(x) كه طوري به باشد

است. شده محدود Σn فرمولهای به که است ω‐سازگاری همان n‐سازگاری مفهوم

قابل حساب زبان در حساب) استاندارد مدل (در درستͬ مفهوم ١١ͬͺتارس از معروفͬ قضیه بنابر

دقيق: عبارت به نیست. تعریف

φ جمله هر برای که طوری به ندارد وجود حساب زبان در Tr(x) مانند محمولͯ .١ . ١ . ٢١ قضیه

.N ⊨ Tr(⌜φ⌝)↔ φ باشیم داشته
٨arithmetical hierarchy
٩bounded formula

١٠provability predicate
١١A. Tarski
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مͯسازيم طوري را α جمله قطري، لم كمك با باشد. داشته وجود محمولͯ چنين كنيم فرض برهان.

استاندارد مدل در آن اصول همه (يعنͯ است درست نظريه يك Q چون .Q ⊢ α ↔ Tr(⌜α⌝) كه

پس: هستند)، درست حساب

(١ . ١) N ⊨ α↔ ¬Tr(⌜α⌝).

و N ⊨ ¬Tr(⌜α⌝) مͯشود نتيجه (١ . ١) از آنگاه N ⊨ α اگر مͯكنيم: استدلال صورت اين به حال

N ⊨ ¬α اگر و است. تناقض يك كه N ⊨ α باشيم: داشته بايد (Tr محمول تعريف بر (بنا نتيجه در

تناقض يك دوباره كه N ⊨ α نتيجه در ،N ⊨ Tr(⌜α⌝) كه مͯشود نتيجه (١ . ١) از مجدداً آنگاه

است.

فرمولهای به را موضوع اگر ولͬ

مͬشود: پذیر تعریف درستͬ مفهوم کنیم، محدود (Πn (یا Σn

فرمول هر برای که طوری به دارد وجود Σn-True(x) محمول ͷی n ≥ 1 هر برای .١ . ١ . ٢٢ لم

داریم: φ مانند Σn

PA ⊢ Σn-True(⌜φ⌝)↔ φ.

خود Σn-True(x) ،n ≥ 1 هر براي ضمناً است. برقرار نیز Πn های فرمول برای مشابه خاصیتͯ

را [۵] مرجع از ٧·١۶ گزاره اثبات، (برای است Πn فرمولͬ خود Πn-True(x) و Σn فرمولͬ

ببینید).

محاسبهپذيري نظريه ١ . ٢

بعضͯ در مͬدهیم. ,M0,M1,M2نشان · · · با را تورینگ ماشینهای از استاندارد شمارش ͷی

دستورالعمل يك با ماشينهاي همه ابتدا آن در كه مͯكنيم استفاده استانداردي شمارش از موارد

معنͬ این Mi(a)به ↓= b نماد آخر. الͯ و دستورالعمل دو با ماشينها همه سپس مͯشوند، ظاهر
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دنباله مͬدهد. تحویل خروجͬ عنوان به را b و شده متوقف a ورودی Miبا تورینگ ماشین که است

دریافت بدون Mi ماشین که است معنͬ این به Mi(λ) ↓= b و مͬدهیم نشان λ نماد با را تهͬ

مͬدهد. تحویل را b خروجͬ و شده متوقف خالͬ) نوار روی بر اجرا با (یعنͬ ورودی

جای B (نماد هستند {0, 1,B} نماد مجموعه روی تورینگ ماشینهاي تمام رساله، این در

آن در كه هستند qi sj sk ql X صورت به تورینگ ماشین دستورالعملهای مͯدهد). نمايش را خالͬ

مشاهده را sj نماد qi درونͬ وضعیت در ماشین اگر که است این دستور این معنͬ .X ∈ {R,L}

ماشین ١٢ سرك و داده تغییر ql به را ماشین درونͬ وضعیت نوشته، آن جای به را sk نماد آنگاه کرد،

مͬدهد. حرکت (X = L (اگر چپ سمت به یا و (X = R (اگر راست سمت به را

را هستند یͺدیͽر به تبدیل قابل درونͬ حالتهای نام تغییر ͷی با فقط که تورینگ ماشین دو

هستند. یͺسان {q5 B 1 q5 R} و {q1 B 1 q1 R} ماشین دو مثال برای مͬگیریم. نظر در یͺسان

شده متوقف x ورودی با ماشین دو هر یا که است این Mi(x)منظور =Mj(x) مͬنویسیم وقتͬ

مͬتوان استاندارد صورتͬ به نمͬشوند. متوقف هيچͺدام یا مͬدهند، تحویل را یͺسانͬ خروجͬ و

رمزنگاري (ͷی و صفر از متناهͬ های (دنباله متناهͬ دودویی هایی دنباله با را تورینگ ماشینهای

و مͬنامیم ماشین آن «طول» را mi دنباله طول Miباشد، ماشین متناظر دودویی دنباله mi اگر کرد.

τ (i, x, s) مانند ∆0 محمول ͷی کلین١٣ͬ از معروفͬ قضیه بر بنا مͬدهیم. نمایش |mi| = |Mi| با

این گودل عدد s و شده متوقف x ورودی و i کد با تورینگ ماشین مͬکند بیان که دارد وجود

ماشین اندیس i کرد فرض مͬتوان محمول، این در تغییر کمͬ با ببینيد). را [٢۵]) است محاسبه

است. استاندارد شمارش ͷی در

هر و i ∈ N هر برای که طوری به دارد وجود U مانند جهانͬ»١۴ تورینگ «ماشین ͷی .١ . ٢ . ١ قضیه

داریم: k دودویی دنباله

U(0|mi|1mik) =Mi(k).

سازی شبیه را ماشین آن عمͺرد ورودی، ͷی و ماشین ͷی کد گرفتن با U ماشین دیͽر، عبارت (به
١٢head
١٣S. Kleene
١۴universal Turing machine
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است دنبالهای دهنده نشان 0|mi|1mik و است متوالͬ 0 تا |mi| از دنبالهای 0|mi| اینجا در مͬکند.

مͬآید). دست به k miو ،1 ،0|mi| دادن قرار هم سر پشت از که

تفاوت مͬشود. تعریف ( [٢۵] مرجع (مطابق معمول شیوه به دار»١۵ اراكل تورينگ «ماشین

ماشين مانند ͯͺي هستند؛ نوار دو داراي كه است اين در معمولͯ تورينگ ماشين با ماشينها اين

ديͽر نوار روي بر و دارد اختصاص كردن) پاك و (نوشتن محاسبات انجام براي معمولͯ تورينگ

اراكل به مربوط نوار است. شده نوشته مͯناميم، «اراكل» را آن كه ،A مجموعه يك مشخصه تابع

صورت به ماشينها اين دستورهاي بنويسد. آن روي بر نمͯتواند ماشين و است خواندن براي فقط

مͯكنند: عمل صورت اين به دستورها اين مͯباشد. qi sj sk sl qm X

مقابل در sk نماد و داشت قرار ماشين سرك مقابل در sj نماد و بود qi درونͯ وضعيت در ماشين اگر

qm به را درونͯ حالت بنويس، ماشين نوار در sj جاي به را sl نماد آنگاه اراكل، نوار به مربوط سرك

حركت (X = L (اگر چپ سمت به يا و (X = R (اگر راست سمت به را سرك دو هر و بده تغيير

بده.

ورودي با مͯكند، استفاده اراكل عنوان به A مجموعه از Miكه دار اراكل تورينگ ماشين اگر

.MA
i (a) ↓= b مͯنويسيم دهد، تحويل خروجͯ عنوان به را b و شده متوقف a

B مجموعه به تورينگ»١۶ پذير «تقليل A مجموعه گوييم .A,B ⊆ N كنيد فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

B داشتن با ماشين اين كه طوري به باشد داشته Miوجود دار اراكل تورينگ ماشين يك اگر است،

اگر .A ≤T B مͯنويسيم صورت اين در كند. محاسبه را A مجموعه مشخصه تابع اراكل، عنوان به

مͯنويسيم و گوييم تورينگ»١٧ «همارز را B و A آنگاه باشند، برقرار دو هر B ≤T A و A ≤T B

.A ≡T B

برابر مͯدهيم) نشان degT (A) نماد با (كه A ⊆ N مجموعه يك تورينگ»١٨ «درجه .١ . ٢ . ٣ تعریف

مͯشود: تعريف زير مجموعه

١۵oracle Turing machine
١۶Turing reducable
١٧Turing equivalent
١٨Turing degree



١۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

{X ⊆ N : X ≡T A}.

آيا شده، داده ورودي يك و تورينگ ماشين يك براي اينكه از است عبارت توقف»١٩ «مسئله

خير. يا مͯشود متوقف ماشين

يك انديس داشتن با كه ندارد وجود الͽوريتمͯ يعنͯ نيست، «حلپذير» توقف مسئله .۴ . ١ . ٢ قضیه

خير. Mi(a)يا ↓ كه كند مشخص a ورودي يك Miو تورينگ ماشين

،a و i هر براي كه طوري به دارد Mjوجود تورينگ ماشين يك پس نباشد. چنين كنيم فرض برهان.

صورت اين به را f تابع حال .Mj(i, a) =0 صورت اين غير در ,Mj(iو a) =1 ↓Mi(a)آنگاه اگر

مͯدهيم ,Mj(iقرار i) =1 اگر و f(i) = 0 مͯدهيم قرار ,Mj(iآنگاه i) =0 اگر مͯكنيم: تعريف

تورينگͯ Mkماشين كنيم فرض است. محاسبهپذير f تابع كه است واضح .f(i) =Mi(i) + 1

،Mk(k) ↓= 0 نتيجه در Mj(k,k)و = 0 Mk(k)آنگاه ↑ اگر مͯكند. محاسبه را f كه باشد

در و ،f(k) =Mk(k) =Mk(k) + 1 بنابراين ،Mj(k,k) =1 Mk(k)آنگاه ↓ اگر و تناقض.

تناقض. ،1 = 0 نتيجه

با را است {i ∈ N : Mi(i)↓} مجموعه تورينگ درجه معادل كه توقف، مسئله تورينگ درجه

نشان 0(n) و پذیر محاسبه توابع مجموعه تورینگ٢٠ درجه دهنده نشان نيز 0 مͯدهيم. نشان 0′ نماد

مͯشود: تعريف زير مطابق كه مͬباشد 0 درجه تورینگ٢١ جهش nامین دهنده

داده نشان a′ نماد با كه درجه، اين تورينگ» «جهش ،a تورينگ درجه هر براي .۵ . ١ . ٢ تعریف

يك A ⊆ N ) مͯكنيم تعريف {i ∈ N : MA
i (i) ↓} مجموعه تورينگ درجه برابر مͯشود،

است). a تورينگ درجه با دلخواه مجموعه

Wi با Miرا ماشين تعريف دامنه ببینید). را [٢۵] مرجع اول فصل سه بیشتر اطلاعات (برای

i ∈ N يك اگر گوييم (RE) بازگشت٢٢ͯ شمارشپذير را A ⊆ N مجموعه يك مͯدهيم. نشان

١٩halting problem
٢٠Turing degree
٢١Turing jump
٢٢recursively enumerable



١٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

همه از شمارش يك W0,W1, · · · ,Wn, · · · كه است واضح .A = Wi كه باشد داشته وجود

مͯباشد. RE مجموعههاي

داشته وجود f محاسبهپذير تابع اگر گوييم «خلاق»٢٣ را A مانند RE مجموعه يك .۶ . ١ . ٢ تعریف

كه: طوري به باشد

∀i :Wi ⊆ A→ f(i) ∈ A−Wi

است). A مجموعه مͺمل دهنده نشان A (نماد

مجموعه به (موسوم مͯباشد K = {i : Mi(i)↓} مجموعه خلاق، مجموعه يك از مثالͯ

داريم: ،Wi ⊆ K هر براي چون كانتور٢۴)،

i ∈ Wi ↔ (Mi(i)↓)↔ i /∈ K

.i ∈ K − A نتيجه در و

ω‐سازگار و Q شامل كه T مانند RE نظريه هر براي گودل) ناتماميت اول (قضيه .١ . ٢ . ٧ قضیه

اثبات قابل T در آن نقيض نه و خود نه (يعنͯ است مستقل T از كه دارد وجود G گزاره يك باشد،

نيستند).

كه: مͯسازيم طوري به را G گزاره سازي قطري لم كمك با برهان.

(١ . ٢) Q ⊢↔ ¬PrT (⌜G⌝).

يك PrT (⌜G⌝) اينكه به توجه با آنگاه T ⊢ G اگر است. مستقل T نظريه از G كه مͯدهيم نشان

مͯشود: نتيجه (١ . ٢) از ولͯ .T ⊢ PrT (⌜G⌝) داريم است، Q شامل T و است Σ1 و درست گزاره

٢٣creative
٢۴Cantor set



١٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

كرديم ثابت پس تناقض. است، ناسازگار T كه مͯشود نتيجه آخر نتيجه دو از و T ⊢ ¬PrT (⌜G⌝)

داريم: G تعريف به توجه با آنگاه T ⊢ ¬G اگر .T ⊬ G

(١ . ٣) T ⊢ PrT (⌜G⌝).

¬ProofT (n, ⌜G⌝) ،n ∈ N هر براي پس .T ⊬ G كه مͯشود نتيجه T بودن سازگار و T ⊢ ¬Gفرض از

داريم: n ∈ N هر براي يعنͯ است، T در پذير اثبات نتيجه در و درست، و Σ1 گزاره يك

(۴ . ١) T ⊢ ¬ProofT (n, ⌜G⌝).

تناقض. نيست، ω‐سازگار ،T نظريه كه مͯشود نتيجه (١ . ٣) و (۴ . ١) از حال

منسوب كه پذيري، محاسبه نظريه مفاهيم از استفاده با ناتماميت اول قضيه از اثبات يك پايان در

مͯكنيم: ارايه را است، كلينͯ به

صورت به گزاره يك T ⊇ Q مانند حساب زبان در درست و RE نظريه هر براي .١ . ٢ . ٨ قضیه

مͯباشد. T از مستقل كه دارد ↑Mi(i)وجود

هستند اثبات قابل T نظريه در كه Mi(i)↑ صورت به گزارههاي گودل) (اعداد مجموعه برهان.

تمام پس است، Q شامل T چون مͯدهيم. نشان Wj با را مجموعه اين است. RE مجموعه يك

درنتيجه هستند). Σ1 گزارهها، اين همه (چون مͯكند اثبات صورت↓Mi(i)را به درست گزارههاي

صورت، اين غير در (چون نيست اثبات قابل T نظريه ↑Mi(i)در صورت به نادرست گزاره هيچ

فرض خلاف كه بود خواهد اثبات قابل T در نيز است، درست و Σ1 گزارهاي كه گزاره، آن نقيض

مجموعه بودن خلاق براي فوق در كه استدلالͯ به توجه با .Wj ⊆ K بنابراين است). T سازگاري

اثبات قابل T نظريه در كه است درست ↑Mj(j)گزارهاي درنتيجه و j ∈ K−Wj كرديم، ارايه K

نيست. اثبات قابل T در هم گزاره اين نقيض كه مͯشود نتيجه T بودن درست فرض از نيست.



٢ فصل

اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ

ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس

مقدمه ٢ . ١

مͯگويد شهودي طور به كه است گزارهاي ساخت اساس بر ناتماميت قضيه براي گودل اوليه برهان

طوري به مͯشود ساخته G گزاره يك قطريسازي لم كمك با دقيق، بيان به نيستم». پذير اثبات «من

آنگاه باشد، سازگار T اگر كه داد نشان مͯتوان سادگͯ به حال .PA ⊢ G ←→ ¬PrT (⌜G⌝) كه

كه مͯشود داده نشان ناتماميت دوم قضيه در .T ⊬ ¬G آنگاه باشد، ω‐سازگار T اگر و T ⊬ G

را T سازگاري كه است گزارهاي Con(T ) ≡ ∀z(¬ProofT (z, ⌜0 = 1⌝)) كه T ⊢ Con(T )→ G

.T ⊬ Con(T ) كه مͯشود نتيجه بلافاصله اينجا از و مͯكند بيان

قرار استفاده مورد استدلال اين در كه گزارهاي مͯكند، اشاره هم گودل خود كه طور همان

است: دروغگو١ معروف پارادكس شده صوري نوعͯ، به مͯگيرد،

پارادكس با ͯͺنزدي رابطه همچنين است، روشن كاملا ريچارد پارادكس با نتيجه اين «شباهت

.[۴] دارد» دروغگو

١liar paradox

١٩



٢٠ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

را جمله اين اگر است». نادرست جمله «اين مͯگويد كه است جملهاي مورد در پارادكس اين

بلافاصله بپذيريم را آن نادرستͯ اگر و است نادرست جمله همين كه مͯشود نتيجه كنيم فرض درست

،([۴]) كرد منتشر ناتماميت مورد در كه مقالهاي نخستين همان در گودل مͯشود! نتيجه آن درستͯ

براي هم ديͽر پارادكسهاي از مͯتوان دروغگو پارادكس جاي به كه مͯكند اشاره موضوع اين به

براي مͯتواند هم ديͽر شناختشناس٢ͯ به مربوط پارادكس «...هر كرد: استفاده ناتماميت پديده اثبات

قرار توجه مورد دهه چندين نكته اين گيرد». قرار استفاده مورد ناپذيري تصميم براي مشابهͯ اثبات

نه كه شد كشف ناتماميت (اول) قضيه از اثباتهايي ١٩٨٠ و ١٩٧٠ دهههاي در اينكه تا نگرفت،

و شايتين۴ توسط اثباتها اين داشتند. قرار بِري٣ پارادكس اساس بر بلͺه دروغگو پارادكس مبناي بر

در پارادكس اين دهيم. توضيح را بِري پارادكس است لازم بحث ادامه از قبل شدند. كشف بولوس۵

است: زير جمله مورد

نمͯشود». تعريف كلمه چهارده حداكثر طول با اي جمله هيچ توسط كه عددي «كوچͺترين

اين با عدد متناهͯ تعداد فقط پس است، متناهͯ دارند كلمه ١۴ حداكثر كه جملاتͯ تعداد

n0 مانند فرد به منحصر عدد يك بايد فوق جمله مͯرسد نظر به نتيجه در مͯشوند. تعريف جملات

خود n0 يعنͯ دارد، كلمه ١٣ خود جمله اين كه مͯشويم متوجه دقت كمͯ با ولͯ كند. تعريف را

مͯكند. ايجاد تناقض يك اين و شده! تعريف كلمه ١۴ از كمتر كلمات تعداد با جمله يك توسط

از استفاده با و شايتين توسط است بري پارادكس به شبيه نوعͯ به آن استدلال كه اثباتͯ نخستين

طول عنوان به معمولا˟ w دنباله يك كولموگروف پيچيدگͯ شد. ارايه كولموگوروف۶ پيچيدگͯ مفهوم

با U كه طوری به مͬشود تعریف U مانند جهانͬ تورينگ ماشين ͷی برای j ورودی كوچͺترين

ديͽر: عبارت به کند. چاپ خروجͯ در را w دنباله ،j ورودي دريافت

(٢ . ١) KU(w) = min{ |j| : U(j) ↓= w}

٢epistemology
٣Berry paradox
۴G. Chaitin
۵G. Boolos
۶Kolmogorov complexity



٢١ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

ثابت، جهانͬ تورینگ ماشین ͷی گرفتن نظر در با است). j دنباله طول دهنده نشان |j| (نماد

مͬدهیم. نشان K(w) با ساده طور به را w کولموگوروف پیچیدگͬ

وجود dT ثابت مقدار يك T ⊇ PA مانند RE و سازگار نظريه هر براي (شايتين) .٢ . ١ . ١ قضیه

نيز درست T كه كنيم فرض اگر ضمناً .T ⊬ K(w) ⩾ e داريم: w هر و e ⩾ dT هر براي كه دارد

(e ⩾ dT آن در (كه K(w) ⩾ e صورت به استاندارد) (درمدل درست هاي گزاره تمام آنگاه هست،

حساب استاندارد مدل در آن اصول همه اگر گوییم ٧ «درست» را نظریه ͷی) هستند T از مستقل

باشند). درست

كه دارد وجود تورينگ ماشين يك پس است، (RE) كارامد پذير شمارش T نظريه چون برهان.

كند: اجرا را زير الͽوريتم كه ساخت تورينگͯ ماشين مͯتوان و مͯكند شمارش را T قضيههاي

در را x شد، اثبات K(x) > m صورت به قضيهاي كه زمان هر و كن شمارش را T قضيههاي

شو. متوقف و كن چاپ خروجͯ

است). ثابت طبيعͯ عدد يك m الͽوريتم، اين (در

براي جهانͯ تورینگ ماشین ͷی پس است، ⌈log2(m+1)⌉ برابر m عدد دودويي نمايش طول چون

فرض ثابت). مقداري c) دارد نياز ⌈log2(m+ 1)⌉+ c طول به ورودي يك به الͽوريتم اين اجراي

K(w) > m گزاره كه باشد موجود w يعنͯ شود، متوقف اجرا از پس بالاخره ماشين اين كه كنيم

پیچیدگͬ فوق، ملاحظه به توجه با مͯدهيم. نشان w با را ماشين خروجͯ باشد. اثبات قابل T در

داريم: پس مͬباشد. ⌈log2(m+ 1)⌉+ c مساوی یا کمتر w کولموگوروف

(٢ . ٢) T ⊢ K(w) ≤ ⌈log2(m+ 1)⌉+ c

قابل T در پس ،T ⊇ PA و مͯباشد درست و Σ1 گزاره يك K(w) ≤ ⌈log2(m+ 1)⌉+ c (چونكه

داریم: بزرگ كافͯ اندازه به های m برای که است روشن است). اثبات

⌈log2(m+ 1)⌉+ c < m

٧sound



٢٢ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

نامعادله صحیح جواب کوچͺترین dT اگر واقع در .(limm→∞
m

⌈log2(m+1)⌉+c = +∞ (چون

⌈log2(x+ 1)⌉+ c < x

مͯشود نتيجه (٢ . ٢) از mهايي چنين براي و بͽيريم نظر در dT مساوی یا بزرگتر mرا مͯتوان باشد،

قبلͯ نتيجه با اين و T ⊢ K(w) > m ،w مورد در ما فرض به توجه با ولͯ T ⊢ K(w) ≤ m كه

در K(x) > m صورت به گزارهاي هيچ بزرگ، كافͯ اندازه به هاي m براي پس است. متناقض

به درست گزاره هيچ نقيض كه مͯشود نتيجه T نظريه بودن درست فرض از نيست. اثبات قابل T

نيست. اثبات قابل T در هم K(x) > m صورت

صورت يك اينجا در .([٢]) شد ارايه بولوس جورج توسط بري پارادكس اساس بر اثبات دومين

مͯکنیم. بيان را است شده ارايه ([١٣]) در كه اثبات اين از

اگر: مͯكند» تعريف T نظريه در را n «عدد (x آزاد متغير تنها (با φ(x) فرمول يك گوييم

T ⊢ ∀x[φ(x)↔ x = n]

نظريه يك T اينجا در مͯدهيم. نشان D(⌜φ⌝, n) با را ∀x(φ(x) ↔ x = n) فرمول گودل عدد

دهيد: قرار مͯباشد. PA شامل و ١‐سازگار

DfT (x, y) ≡ ∃z[length(z) ≤ y ∧ PrT (D(z, x))]

DfT (x, y) فرمول مͯكند). محاسبه را فرمول يك طول كه است اوليه بازگشتͯ تابع يك length(x))

مͯدهيم: قرار است. تعريف قابل y مساوي يا كمتر طول به فرمولͯ با x عدد كه مͯكند بيان واقع در

BT (x, y) ≡ (¬DfT (x, y) ∧ ∀z < xDfT (z, y))



٢٣ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

y مساوي يا كمتر طول با فرمولهاي با كه است عددي كوچͺترين x كه است اين فرمول اين معناي

فرمول حال مͯدهيم. نشان kT با را فرمول اين طول نيست. تعريف قابل

ST (x) ≡ ∃t(BT (x, t) ∧ t = 10× kT )

ST طول (چون است 10kT از كمتر فرمول اين طول كه مͯشود ملاحظه سادگͯ به بͽيريد. نظر در را

ST (x) فرمول باقͯمانده قسمت و 10× kT نوشتن براي كه نمادهايي بعلاوه BT طول با است برابر

كوچͺتر مͯشود ملاحظه ساده، نامعادله يك حل با پس، نماد. 4kT+40 مجموع در يعنͯ است، لازم

پس است). برقرار بديهͯ طور به هم آن كه است kT ≥ 40
6

معادل 10kT از فرمول اين طول بودن

نيست، تعريف قابل 10kT مساوي يا كمتر طول با فرمولهاي با كه باشد عددي كوچͺترين nT اگر

آنگاه:

N ⊨ ¬DfT (nT , 10× kT )

پس:

T ⊬ DfT (nT , 10× kT )

ضمناً است). نادرست گزاره Σ1 يك DfT (nT , 10 × kT ) و است ١‐سازگار نظريه يك T (چون

آنگاه: T ⊢ ¬DfT (nT , 10× kT ) اگر چون نيست، اثبات قابل T در نيز ¬DfT (nT , 10× kT )

T ⊢ ¬DfT (nT , 10× kT ) ∧ ∀z < nT DfT (z, 10× kT )

است. درست و Σ1 گزارهای معادل ∀z < nT DfT (z, 10× kT ) و است تمام Σ1 نظریه ͷی T چون

،PA ⊢ ∀x, y[(ST (x) ∧ ST (y))→ x = y] که مͬشود ملاحظه سادگͬ به .T ⊢ ST (nT ) نتیجه در

.T ⊢ ∀x[ST (x)↔ x = nT ] درنتیجه و T ⊢ ST (nT )∧∀z, y[(ST (z)∧ST (y))→ z = y]بنابراین

است. 10kT از کمتر ST (x) طول اما مͬکند. تعریف T نظريه در را nT عدد ST (x) فرمول پس

است. تناقض در T سازگاری با که T ⊢ DfT (nT , 10× kT ) بنابراین



٢۴ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

بولوس برهان شدن ساختاری امͺان عدم ٢ . ٢

در (و nT محاسبه نحوه چون نیست، ساختاری قبل) فصل در شده (ارايه بولوس اثبات که کنید توجه

مطرح طبيعͯ طور به سوال اين حال نمͬگوید. را (¬DfT (nT , 10× kT ) تصمیمناپذیر جمله نتیجه

را سوال اين آورد؟ دست به T نظريه توصيف از پذير محاسبه شيوهاي به را nT مͯتوان آيا مͯشود:

باشد: طبيعͯترين شايد زير صورت كرد. صورتبندي مختلفͯ هاي روش به توان مͯ

مانند: ١‐سازگار نظريه هر براي كه طوري به دارد وجود f پذير محاسبه تابع آيا :١ سوال

T = PA + {α1, · · · , αm}

؟ f(⌜(α1 ∧ · · · ∧ αm)⌝)↓= nT باشيم داشته

نيست. پذير محاسبه بالا) تعريف (با f تابع كه مͯكنيم ثابت ادامه در

همه اگر گوييم «RE هاي نظريه از بازگشتͯ «دنباله يك را T0, T1, ..., Tn, ... دنباله .٢ . ٢ . ١ تعریف

Mv(n)مجموعه كه طوري به باشد داشته وجود v : N→ N پذير محاسبه تابع يك و بوده RE ها Ti
كند. شمارش را Tn نظریه اصول گودل) (اعداد

نظريه آنگاه باشد، RE هاي نظريه از بازگشتͯ دنباله يك T0, T1, · · · , Tn, · · · اگر .٢ . ٢ . ٢ لم

است. RE نيز Tω =
∪
i∈N

(Ti)

مͯكند: شمارش را Tω قضيههاي زير الͽوريتم برهان.

1- Put n := 1

2- Execute n steps of each of machines Mv(1), · · · ,Mv(n) and put the resulted

sentences in a list.

3- Deduce all the logical consequences of the list constructed in line 2 which can

be obtained by a proof of length≤ n and print them.



٢۵ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

4- Put n:=n+1 and goto 2.

کمͬ آن تعریف که مͬکنیم استفاده کولموگوروفͬ پیچیدگͬ تابع از فنͯ) دلایلͬ (به اینجا در

استاندارد شمارش ͷی در i اندیس کوچͺترین برابر و است متفاوت شد ارايه قبلا́ که تعریفͬ با

به را نظر مورد دنباله و شده Mi(λ)متوقف که است تورینگ های ماشین ,M0,M1,M2از · · ·

دیͽر: عبارت به دهیم، مͬ نشان K2 با را تابع این مͬدهد. دست

دهیم: مͬ قرار ،ω دودويي دنباله هر براي .٢ . ٢ . ٣ تعریف

K2(ω) = min{i ∈ N : Mi(λ) ↓= ω}

.

باشیم داشته n ∈ N هر برای که طوری به ندارد وجود f مانند پذیری محاسبه تابع .۴ . ٢ . ٢ لم

.K2(f(n)) > n

f(n) كه طوري به است موجود تورينگͯ ماشين باشد. داشته وجود تابعͬ چنین کنیم فرض برهان.

پس است. n پارامتر از محاسبهپذير تابعͯ ماشين اين انديس كند. چاپ خروجͯ در و محاسبه را

دامنه (يعنͯ است تام و محاسبهپذير تابعͯ g آن در كه دهيم Mg(n)نشان با را ماشين اين مͯتوانيم

دو كه طوري به دارد وجود n انديس يك كلينͯ ثابت نقطه قضيه به توجه با است). N تمام برابر آن

نتيجه در Mn(λ)↓=f(n)و Mg(n)(λ)↓=f(n)پس چون هستند. Mnمعادل Mg(n)و ماشين

تناقض در داريم f تابع مورد در كه فرضͯ با اين و .(K2 تابع تعريف به توجه (با K2(f(n)) ≤ n

است.

مͯدهيم: قرار

T0 = PA

Ts+1 = Ts + ¬DfTs(nTs , 10× kTs) (s ∈ N)



٢۶ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

فرض هستند. Ts نظريه براي بولوس) برهان در شده (تعریف kT و nT مانند kTs و nTs آن در كه

قرار s ∈ N هر براي و مͯكند تعريف را PA اصول مجموعه كه باشد ∆0 فرمول يك AxT0(x) كنيد

مͯدهيم:

AxTs+1(x) ≡ AxTs(x) ∨ x = ⌜¬DfTs(nTs , 10× kTs)⌝

گزاره ،Mi تورينگ ماشين هر براي هستند). ∆0 ،AxTs(x) فرمولهاي همه كه داريم (توجه

تابع يك ν اينجا (در نوشت ∃s(τ (i, 0, s) ∧ ν(s) = x) صورت به مͯتوان را Mi(λ) ↓= x

اينكه گرفتن نظر در با مͯدهد). نسبت را خروجͯ مقدار (s) محاسبه كد به كه است اوليه بازگشتͯ

ψi(x) با و نوشته زير معادل صورت به را فرمول اين است، اثبات قابل PA در s بودن فرد به منحصر

مͯدهيم: نشان

(٢ . ٣) ψi(x) ≡ ∃s(τ (i, 0, s) ∧ ∀z < s¬τ (i, 0, z) ∧ ν(s)=x)

براي كه طوري به مͯگيريم l مانند عدد بزرگترين برابر را g(n) ،n ∈ N هر براي .۵ . ٢ . ٢ تعریف

با فرمول طول كه است ∆0 تابع يك length(x)) length(⌜ψs(x)⌝) ≤ n باشيم داشته s < l هر

مͯكند). محاسبه را x گودل عدد

. lim
n→+∞

g(n) = +∞ و است صعودي و محاسبهپذير g تابع وضوح به

T ⊇ PA نظريه هر در را n عدد ψj(x) فرمول =↓Mj(0)آنگاه n اگر ،j ∈ N هر براي .۶ . ٢ . ٢ لم

مͯكند. تعريف

باشد فردي به منحصر عدد s0 كنيد فرض .T ⊢ ψj(n) كه مͯدهد نتيجه T Σ1‐تماميت برهان.

بودن Σ1‐كامل به توجه با مͯكند. صدق A(s) ≡ τ (j, 0, s) ∧ ∀z < s¬τ (j, 0, z) فرمول در كه

مͯشود نتيجه PA ⊢ ∀z(z < s0 ∨ z ≥ s0) از و T ⊢ τ (j, 0, s0)∧ ∀z < s0¬τ (j, 0, z) داريم ،T

بنابراين: و T ⊢ ∃!s[τ (j, 0, s) ∧ ∀z < s¬τ (j, 0, z)] كه:

T ⊢ ∀x, y[(ψj(x) ∧ ψj(y))→ x = y].



٢٧ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

.K2(n) ≥ g(10k) آنگاه N ⊨ ¬DfT (n, 10× k) و T ⊇ PA اگر .٢ . ٢ . ٧ لم

با .Mj(0) ↓= n كه طوري به دارد وجود j < g(10k) يك آنگاه K2(n) < g(10k) اگر برهان.

length(⌜ψj(x)⌝) ≤ 10k اما مͯكند. تعريف T در را n عدد ψj(x) فرمول ،۶ . ٢ . ٢ لم به توجه

10k مساوي يا كوچͺتر طول با فرمولͯ توسط T نظريه در n بنابراين .(g تابع تعريف به توجه (با

مͯباشد. تناقض يك كه N ⊨ DfT (n, 10× k) نتيجه در مͯشود. تعريف

نيست. پذير محاسبه (١ سوال در شده (تعريف f تابع .٢ . ٢ . ٨ قضیه

بازگشتͯ طور به را {Ts}s∈N دنباله مͯتوانيم پس باشد. پذير محاسبه f تابع كنيم فرض برهان.

اگر (چون هستند درست واقع در ¬DfTs(ns, 10 × kTs) جملات همه كه داريم توجه بسازيم.

مͯشد). اثبات قابل Ts و PA در و مͯبود درست و Σ1 گزاره يك كه آن، نقيض آنگاه بود، نادرست

را BTs+1(x, y) و BTs(x, y) فرمولهاي تعريف اگر .K2(ns) > g(10kTs) كه مͯشود نتيجه ٢ لم از

مجموعه (چونكه است بيشتر اولͯ از دومͯ طول كه مͯكنيم ملاحظه ،(s ∈ N هر (براي بنويسيم

كه مͯشود تعريف AxTs+1(x) ≡ AxTs(x) ∨ x = ⌜¬DfTs(ns, 10 × kTs)⌝ فرمول با Ts+1 اصول

g(10kTs) نتيجه در و 10kTs ،پس lim
s→+∞

kTs = +∞ بنابراين: است). AxTs(x) از بيشتر آن طول

g(10kTs) > i كه دارد وجود s يك i ∈ N هر براي پس شوند. بزرگ دلخواه اندازه به مͯتوانند

تابع ͷی پس کرد. محاسبه i روی از الͽوریتمͬ صورت به را ns توان مͬ .K2(ns) > i نتيجه در

در ۴ . ٢ . ٢ لم با اين اما .K2(f(i)) > i داریم i هر برای که دارد وجود f(i) = ns پذیر محاسبه

است. تناقض

است ناتماميت اثبات براي استدلال» از متفاوتͯ «نوع او اثبات كه مͯكند تاكيد خود بولوس

ساختاري بولوس اثبات آن، گونههاي و گودل اثبات برخلاف كه مͯدهد نشان ما نتيجه .([٢])

نيست. ساختاري بولوس، اثبات مانند هم، شایتین اثبات كه مͯكنيم ثابت بعدي بخش در نيست.

است: شده اثبات [١٩] در زير قضيه

گودل عدد n طبيعͯ عدد هر به J تابع و باشد PA شامل نظريه يك T كنيد فرض .٢ . ٢ . ٩ گزاره

اين در باشد. ممͺن طول كوتاهترين داراي و كند تعريف T نظريه در را n كه دهد نسبت را فرمولͯ

نيست. محاسبهپذير J تابع صورت



٢٨ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

طول با فرمولهاي با n عدد تابع، اين تعريف بنابر باشد. محاسبهپذير J تابع كنيم فرض برهان.

٢ . ٢ . ٧ لم از .N ⊨ ¬DfT (n, length(J(n))− 1) پس نمͯشود. تعريف length(J(n)) از كمتر

متناهͯ تعداد فقط حساب زبان در چون . K2(n) ≥ g(length(J(n))− 1) (†) كه مͯشود نتيجه

اين توسط عدد متناهͯ تعداد فقط پس دارد، وجود n مساوي يا كوچͺتر طول با همارز غير فرمول

مͯتواند g(length(J(n))− 1) نتيجه در و J(n) ،n شدن بزرگ با پس مͯشوند. تعريف فرمولها

صورت به مͯتوانيم دلخواه، i هر براي كه مͯشود نتيجه (†) از بنابراين شود. بزرگ دلخواه اندازه به

است. تناقض در ۴ . ٢ . ٢ لم با اين K2(t(i))و ≥ i كه طوري به بيابيم t(i) عدد يك محاسبهپذير

شایتین برهان شدن ساختاری امͺان عدم ٢ . ٣

١‐سازگار نظريه هر براي كه طوري به ندارد وجود R مانند پذيري محاسبه تابع .٢ . ٣ . ١ قضیه

K(R(⌜α1∧· · ·∧αn⌝)) > dT گزاره كه باشد ·∧R(⌜α1عددي · ·∧αn⌝) ،T = �PA+{α1 · · ·αn}

باشد. مستقل T از

نظريه هر براي سادگͯ، منظور به باشد. داشته وجود پذيري محاسبه R تابع چنان كنيم فرض برهان.

T = PA + {α1 · · ·αn}

گودل عدد برابر #(T ) باشد، n = 0 (اگر مͯدهيم نشان #(T ) با را ⌜α1 ∧ · · · ∧ αn⌝ مقدار

نظريه .Ti+1 = Ti + K(R(#(T )) > dTi و T0 = PA مͯدهيم قرار بود). خواهد تهͯ دنباله

Ti در كه است گزاره يك شامل Ti+1 نظريه هر مͯدهيم. قرار ها Ti همه اجتماع برابر نيز را Tω
Ti+1 هاي قضيه مجموعه كه تورينگͯ ماشين پس .(K(R(#(Ti)) > dTi) نيست اثبات قابل

است. متمايز مͯكند شمارش را Ti قضيههاي مجموعه كه تورينگͯ ماشين از مͯكند شمارش را

مͯكنند، شمارش را (i ∈ N) Ti هاي نظريه قضيههاي مجموعه كه تورينگهايي ماشين درنتيجه

مͯدهيم. Mtiنشان با را مͯكند شمارش را Ti قضيههاي كه تورينگͯ ماشين هستند. متمايز دو به دو

دارد، وجود ثابت مقدار يك مساوي يا كوچͺتر طول از تورينگ ماشين متناهͯ تعدادي فقط چون



٢٩ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای شدن ساختاری امͺان بررسͬ .٢ فصل

مͯكند شمارش را Ti قضيههاي مجموعه كه تورينگͯ ماشين طول ،i انديس شدن بزرگ با پس

نامعادله صحيح جواب كوچͺترين كه ،dTi پس شود. بزرگ دلخواه اندازه به مͯتواند ،(Mti)

گزارههاي همه شود. بزرگ دلخواه اندازه به مͯتواند هم است |Mti| + ⌈log2(d)⌉ + c < d

باشد، نادرست آنها از ͯͺي اگر چون هستند، درست حساب استاندارد مدل در K(R(#(Ti)) > dTi

شامل T (چون T ⊢ ¬K(R(#(Ti))) > dTi پس بود،  خواهد درست Σ1 گزاره يك آن نقيض آنگاه

يك Tω نظريه بنابراين است. تناقض در Ti از K(R(#(Ti)) > dTi بودن مستقل با كه است) PA

نيز RE وضوح به Tω نظريه است. ١‐سازگار نتيجه در و حساب) استاندارد مدل (در درست نظريه

نمͯتواند Tω كه دارد وجود cω ثابت يك كه مͯشود نتيجه شايتين ناتماميت قضيه از پس مͯباشد.

به مͯتواند dTi گفتيم، قبلا́ كه طور همان ولͯ، كند. اثبات را K(x) > cω صورت به گزاره هيچ

،Tω تعريف به توجه با و dTi > cω كه دارد وجود i انديس يك پس شود. بزرگ دلخواه اندازه

است. تناقض در قبلͯ نتيجه با كه Tω ⊢ K(R(#(Ti))) > dTi



٣ فصل

بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ

ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و

مقدمه ٣ . ١

معاصرين براي داشت. نظريه ω‐سازگاري فرض به نياز ناتماميت اول قضيه براي گودل اوليه اثبات

ناتماميت قضيه كه بود اين بر انتظار و مͯرسيد نظر به طبيعͯ غير كمͯ ω‐سازگاری تعريف گودل

انجام راسر١ ب. توسط بار اولين كار اين شود. ثابت نظريه معمولͬ سازگاري فرض اساس بر فقط

ω‐سازگاري شرط توان مͯ هم گودل خود اوليه اثبات در كه شد داده نشان بعداً البته . ([١٨]) شد

اثبات براي بهينه شرط اين و داد تقليل ،Con(T + Con(T )) يعنͯ نظريه، دو مرتبه سازگاري به را

.([٨]) است گودلͯ گزاره بودن مستقل

و بولوس هاي اثبات براي مشابهͯ كار توان مͯ آيا كه مͯكنيم بررسͯ را سوال اين فصل اين در

اين (به كرد؟ بنا نظريه ساده سازگاري فرض با فقط را ها اثبات اين توان مͯ يعنͯ داد؟ انجام شايتين

اول قضيه در كرد. خواهيم اثبات قضيه دو سوال اين به پاسخ براي مͯگوييم). سازي» «راسري كار

قضيه شبيه جهات بسیاری از كه مͯكنيم ثابت كولموگورف پيچيدگͯ تابع اساس بر ناتماميت يك

١B. Rosser

٣٠



٣١ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

سازي راسري امͺان معنͯ، يك به پس، دارد. احتياج نظريه سازگاري فرض به فقط و است شايتين

نياز كه كنيم مͯ اثبات بولوس قضيه شبيه قضيهای بولوس، اثبات مورد در دارد. وجود شايتين اثبات

شرط اين كه داد خواهيم نشان و دارد (Con(T +Con(T )) (يعنͯ نظريه دوم مرتبه سازگاري فرض به

مستقل نمͯتوان (Con(T )) نظريه ساده سازگاري فرض اساس بر يعنͯ است، بهينه دیدگاه ͷی از

كرد. اثبات را مͯشود معرفͯ بولوس اثبات در كه اي گزاره بودن

تورينگ، هاي ماشين ,M0,M1از · · · ,Mn, · · · شمارش در كه مͯكنيم فرض فصل اين در

دو که هایی ماشين همه سپس مͯشوند، ظاهر دارند دستورالعمل ͷی که ماشينهایی همه ابتدا

ابتدا مͯكنيم: مرتب صورت اين به را يك و صفر از دنبالهها مجموعه آخر. الͯ و دارند العمل دستور

طول به دنبالههاي سپس الفبايي)،  ترتيب (به يك طول به دنبالههاي سپس (λ) صفر طول با دنباله

كردن مرتب شيوه اين به .λ, 0, 1, 00, 10, 10, 11, 000, 001, ... آخر: الͯ و الفبايي) ترتيب (به دو

است، λ دنباله متناظر ٠ عدد تناظر اين در مͯگوييم. «طول‐الفبايي» ترتيب دودويي، هاي دنباله

هستند. آخر الͯ و 00 دنباله متناظر ٣ عدد ،1 دنباله متناظر ٢ عدد ،0 دنباله متناظر ١ عدد

λ 0 1 00 01 · · ·

٠ ١ ٢ ٣ ۴ · · ·

داريم: m ∈ N هر براي .٣ . ١ . ١ لم

Q ⊢ ∀z0, . . . , zk(
∧

0≤s≤k

zs < k →
∨

0≤s,s′≤k
s̸=s′

zs = zs′)

كنيم اثبات بايد k = 1 براي : k روي زبان) فرا (در استقرا برهان.

Q ⊢ ∀z0, z1
[
(z0 < 1 ∧ z1 < 1)→ z0 = z1

]
.

پس ببينيد). را [۵] مرجع ١·۶ قضيه اثبات (براي Q ⊢ ∀z(z < 1 → z = 0) مͯدانيم

كنيد فرض حال .z0 = z1 بنابراين ،z0 = 0 ∧ z1 = 0 مͯدهد نتيجه z0 < 1 ∧ z1 < 1

كه مͯدهيم نشان يعنͯ مͯكنيم، اثبات k+ 1 براي را آن درستͯ است؛ شده اثبات k براي لم درستͯ



٣٢ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

اول: حالت .
∧

0≤s≤k+1 zs < k + 1 كنيد فرض مͯكنيم: استدلال Q در .
∨

0≤s,s′≤k+1 zs = zs′

باشند: كوچͺتر k از z0, . . . , zk+1 همه اگر

∧
0≤s≤k

zs < k =⇒
∨

0≤s,s′≤k
s̸=s′

zs = zs′ =⇒
∨

0≤s,s′≤k+1
s̸=s′

zs = zs′

است) شده استفاده استقرا فرض از دوم گیری نتیجه (در

z1, . . . , zk+1 از ديͽر ͯͺي اگر پس باشد: k برابر ،z0 مثلا́ ،z0, . . . , zk+1 از ͯͺي حداقل اگر دوم: حالت

كوچͺتر k از ͯͽهم اگر و مͯشود، نتيجه بديهͯ طور به
∨

0≤s,s′≤k+1(zs = zs′) آنگاه باشد، k برابر

دوباره: باشند،

∧
1≤s≤k+1

zs < k =⇒
∨

1≤s,s′≤k+1
s̸=s′

zs = zs′ =⇒
∨

0≤s,s′≤k+1
s̸=s′

zs = zs′

كند. مͯ كامل را اثبات اين و است) شده استفاده استقرا فرض از دوم گیری نتیجه (در

داريم: m ∈ N هر براي .٣ . ١ . ٢ نتیجه

Q ⊢ ¬∃i0, · · · , im+1

[
(

∧
0≤s≤m+1

is ≤ m) ∧
∧

0≤s,t≤m+1
s ̸=t

(is ̸= it)
]
.

شایتین برهان سازی راسری ٣ . ٢

،T نظريه گوييم باشد. T نظريه زبان در جملات از مجموعه يك Γ كنيد فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

.T ⊢ ¬α يا T ⊢ α باشيم داشته α ∈ Γ هر براي اگر است گیرنده» «Γ‐تصميم

.A(n,i) = {K2(ω) > n : ω ∈ N, ω ≥ i} مͯدهيم قرار n ∈ N هر براي



٣٣ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

دو هر براي .PA ⊆ T و باشد حساب زبان در RE و سازگار نظريه يك T كنيد فرض .٣ . ٢ . ٢ لم

وجود ω ≥ i يك آنگاه باشد، گیرنده A(n,i)‐تصميم ،T اگر  ،i و n ثابت) (و دلخواه طبيعͯ عدد

.T ⊢ K2(ω) > n كه دارد

پس است، گيرنده A(n,i)‐تصميم ،T كه آنجا از باشد. نداشته وجود ωي چنين كنيد فرض برهان.

خاص: طور به .T ⊢ ∃j(j ≤ n ∧Mj(λ) ↓= ω) يعنͯ: ،T ⊢ K2(ω) ≤ n داريم ω ≥ i هر براي

T ⊢ ∃j(j ≤ n ∧Mj(λ) ↓= i).

T ⊢ ∃j(j ≤ n ∧Mj(λ) ↓= i+ 1).

...

T ⊢ ∃j(j ≤ n ∧Mj(λ) ↓= i+ k − 1).

مͯآيد: دست به بالا هاي جمله تركيب از

T ⊢ ∃j1, · · · , jk
[ ∧
1≤s≤k

(js ≤ n) ∧Mjs(λ) ↓= i+ (s− 1))
]

نتيجه: در و T ⊢
∧

1≤s,t≤k
s̸=t

(js ̸= jt) بنابراين

(٣ . ١) T ⊢ ∃j1, · · · , jk((
∧

1≤s≤k

js ≤ n) ∧
∧

1≤s,t≤k
s ̸=t

(js ̸= jt)).

اثبات اين و مͯرسيم ٣ . ١ . ٢ نتيجه با تناقض يك به ،k = n + 2 دهيم قرار فوق گزاره در اگر حال

مͯكند. كامل را

حساب زبان در سازگار نظريه يك PA ⊆ T اگر شايتين) قضيه شده راسري (صورت .٣ . ٢ . ٣ قضیه

طوري به موجوداند ω ∈ {0, 1}∗ نامتناهͯ تعداد ،e ≥ cT هر براي كه دارد وجود cT ثابت يك باشد،

مͯباشند. مستقل T از K2(ω) > e گزاره كه



٣۴ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

K2(w) > e گزاره ،w هر و ،e ≥ cT هر براي كه دارد وجود cT ثابت يك شايتين، قضيه بر بنا برهان.

گزارههاي اين از متناهͯ تعدادي فقط اگر بͽيريد. نظر در e ≥ cT يك نيست. اثبات قابل T نظريه در

حداقل w ≥ w هر براي كه دارد وجود w يك آنگاه باشد، مستقل T نظريه K2(w)از > eصورت به

،T نظريه تعريف، بر بنا پس، است. اثبات قابل T در ¬(K2(w) > e) و K2(w) > e دو از ͯͺي

كه طوري به دارد وجود w يك كه مͯشود نتيجه ٣ . ٢ . ٢ لم از حال مͯشود. گيرنده A(e,w)‐تصميم

اين از از يك هيچ مͯگويد كه (قضيه٢ . ١ . ١)، شايتين ناتماميت قضيه با اين و T ⊢ K2(w) > e

است. تناقض در نيست، اثبات قابل T نظريه در گزارهها

بولوس برهان سازی راسری امͺان بررسͬ ٣ . ٣

در شد، خواهد اثبات زير در كه طور همان مͯبريم. كار به بولوس اثبات براي را مشابهͯ ايده حال

آن، دو مرتبه سازگاري بلͺه نيست، نظريه ساده سازگاري نياز مورد شرط حداقل بولوس اثبات مورد

است. الزامͯ Con(T + Con(T )) يعنͯ

آنگاه باشد،  سازگار T + Con(T ) كه طوري به باشد حساب زبان در نظريه يك T اگر .٣ . ٣ . ١ لم

.T ⊬ DfT (n1, 10× kT ) كه طوري به دارد وجود n1 يك

اگر باشد. 10kT مساوي يا كوچͺتر طول با فرمولهاي گودل عدد بيشترين g0 كنيد فرض برهان.

نتيجه در و T ⊢ DfT (n1, 10×kT ) داشت خواهيم n1 ∈ N هر براي باشد، نداشته وجود n1ي چنين

T ⊢ ∃z < g0(PrT (D(z, n1)))

مͯكند). تعريف را n1 عدد z گودل عدد با فرمول كه بود معنͯ اين به D(z, n1) كه مͯكنيم (يادآوري

:l ∈ N هر براي بنابراين

T ⊢ ∃z < g0(PrT (D(z, 0)))

T ⊢ ∃z < g0(PrT (D(z, 1)))



٣۵ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

...

T ⊢ ∃z < g0(PrT (D(z, l)))

پس:

(٣ . ٢) T ⊢ ∃z0, . . . , zl < g0(PrT (D(z0, 0)) ∧ . . . ∧ PrT (D(zl, l))).

(٣ . ٢) با را اين اگر و
∨

0≤s,s′≤l
s ̸=s′

(zs = zs′) مͯدهد: نتيجه ٣ . ١ . ١ لم دهيم قرار g0 برابر را l اگر

داريم: كنيم، تركيب

T ⊢
∨

0≤s,s′≤l
s̸=s′

(PrT (D(zs, s)) ∧ PrT (D(zs′ , s′)) ∧ zs = zs′)

داریم: ،([۵] مرجع ١·۶ (قضيه Q ⊢ ∀x(x ≤ l → (x = 0 ∨ · · · x = l)) چون و

(٣ . ٣) T ⊢
∨

0≤s,s′≤l
s̸=s′,0≤z≤l

[
PrT (D(z, s)) ∧ PrT (D(z, s′))

]

اگر (s ̸= s′) 0 ≤ s, s′ ≤ l و 0 ≤ z ≤ l هر براي :(T درون (استدلال حال

آنگاه: PrT (D(z, s)) ∧ PrT (D(z, s′))

PrT (D(z, s) ∧ D(z, s′))

⇒ PrT (⌜φ(s) ∧ φ(s′) ∧ ∀u,w
[
φ(u) ∧ φ(w)→ u = w

]
⌝)



٣۶ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

مͯباشد) z آن گودل عدد که است فرمولͬ φ)

⇒ PrT (⌜s = s′⌝)

⇒ ¬Con(T )

T ⊢ ¬Con(T ) پس T ⊢
∨

0≤s,s′≤l
s̸=s′,0≤z≤l

(¬Con(T )) كه دهد مͯ نتيجه (٣ . ٣) حال .(s ̸= s′ (چون

است. تناقض در T + Con(T ) سازگاري فرض با اين و

باشد، سازگار T + Con(T ) و باشد PA شامل و حساب زبان در نظريه يك T اگر .٣ . ٣ . ٢ قضیه

است. مستقل T از ¬DfT (n1, 10× kT ) كه طوري به دارد وجود n1 ∈ N يك آنگاه

كوچͺترين را n1 .T ⊬ DfT (n1, 10 × kT ) كه طوري به دارد وجود n1 يك قبل، لم طبق برهان.

داریم: z < n1 هر برای پس مͯكنيم. انتخاب خاصيت اين با عدد

T ⊢ DfT (z, 10× kT )

نتیجه: در و

(۴ . ٣) T ⊢ ∀z < n1 DfT (z, 10× kT ).

مͬشود: نتیجه (۴ . ٣) از آنگاه T ⊢ ¬DfT (n1, 10× kT ) اگر

(۵ . ٣) T ⊢ ¬DfT (n1, 10× kT ) ∧ ∀z < n1

[
DfT (z, 10× kT )

]
.

فرمول: طول كه مͯدهد نشان ساده شمارش يك

ST (x) ≡ (¬DfT (x, 10× kT ) ∧ ∀z < x(DfT (z, 10× kT )))



٣٧ ناتمامیت اول قضیه برای شایتین و بولوس اثباتهای سازی راسری امͺان بررسͬ .٣ فصل

پس، .PA ⊢ ∀x, y
[
ST (x)∧ST (y)→ x = y

]
كه مͯشود ملاحظه سادگͯ به و است 10kT از كمتر

نتيجه در و مͯكند تعريف را n1 عدد ،10kT از كوچͺتر طولͬ با ،ST (x) فرمول ،(۵ . ٣) به توجه با

است. تناقض در داریم n1 مورد در که فرضͬ با كه T ⊢ DfT (n1, 10× kT )

به را آن (و است قضيه اين اثبات براي بهینه شرط T + Con(T ) سازگاري مͯدهيم نشان حال

داد): تقلیل نمͬتوان نظریه ساده سازگاری

واضح .T ⊢ PrT (⌜0 = 1⌝)) پس .T ⊢ ¬Con(T ) آنگاه نباشد، سازگار T + Con(T ) اگر

كنيد فرض .T ⊢ PrT (⌜θ⌝) پس ،T ⊢ PrT (⌜(0 = 1) → θ⌝) داريم θ جمله هر براي كه است

آن گودل عدد كه بͽيريد فرمولͯ را θ سپس و باشد 10kT طول از دلخواه فرمول يك گودل عدد i0

پس: ،T ⊢ PrT (D(i0, n)) داريم دلخواه). طبيعͯ عدد يك n) مͯباشد D(i0, n)

T ⊢ ∃z[length(z) ≤ 10× kT ∧ PrT (D(z, n))]

در و T ⊢ DfT (n, 10 × kT ) بنابراين است). 10kT آن طول كه است فرمولͯ گودل عدد i0 (چون

ST (n) گزاره دو از ͷی هیچ ،n ∈ N هر براي پس .(ST (x) تعريف به توجه (با T ⊢ ¬ST (n) نتيجه

باشند. مستقل T نظريه از نمͯتوانند DfT (n, 10× kT ) و



۴ فصل

نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم

تعريفپذير

مقدمات ١ . ۴

تعريف قابل Σn فرمول يك توسط آن اصول مجموعه اگر گوييم پذير»١ «Σn‐تعريف را T نظريه

يك گودل عدد i ∈ N هر كه طوري به باشد داشته وجود AxT (x) ∈ Σn فرمول يك يعنͯ باشد؛

تعريف مشابه روش به بودن پذير» «Πn‐تعريف .N ⊨ AxT (i) اگر فقط و اگر است T از اصل

در هستند اثبات قابل T در كه Σn گزارههاي همه اگر گوييم، «Σn‐درست»٢ را T نظريه مͯشود.

باشند. درست حساب استاندارد مدل

نظريهاي مورد در اما است، Π1‐ناتمام آن) RE توسيع هر (و PA كه مͯگويد ناتماميت اول قضيه

نظريه اين وضوح به است؟ كامل نظريه اين آيا گفت؟ مͯتوان چه S = PA + Π1‐Th(N) مانند

يك S كه كنيم دقت باشد؟ هم Π2‐كامل مثلا́، مͯتواند، آيا اما است، Σ1‐كامل و Π1‐كامل

است. Π1‐تعريفپذير نظريه

١Σn-definable
٢Σn-sound

٣٨



٣٩ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

آمد دست به يروسلوف٣ توسط پذير تعريف نظريههاي ناتماميت مورد در نتايج اولين از ͯͺي

:([١٠])

مجموعهاي آن قضيههاي مجموعه و باشد سازگار نظريه يك T ⊇ PA اگر (يروسلوف) .١ . ١ . ۴ قضیه

كند. ثابت را Π1 درست گزارههاي همه نمͯتواند T آنگاه باشد، 2∆‐تعريفپذير

دارد، وجود PA از كامل و ∆2 توسيع يك كه كلاسيك، نتيجه اين از ديͽري جنبه قضيه اين

صورت با نمͯتوان را PrT ∈ ∆2 شرط فوق قضيه در كه كنيم دقت .([٢٣]) مͯسازد روشن را

و است پذير ‐تعريف Σ2 (بالا) S نظريه مثال، براي چون كرد، جايͽزين PrT ∈ Σ2 ضعيفتر

:([۶]) شد داده تعميم زير صورت به هايك۴ توسط يروسلوف قضيه .Π1‐Th(N) ⊆ S

مجموعهاي آن هاي قضيه مجموعه و باشد سازگار نظريه يك T ⊇ PA اگر (هايك) .١ . ٢ . ۴ قضیه

كند. ثابت را Πn−1 درست گزارههاي همه نمͯتواند T آنگاه باشد، n∆‐تعريفپذير

،PA از n‐سازگار توسيع يك قضيههاي مجموعه اگر كه مͯكند بيان هايك از ديͽري نتيحه

داد نشان همچنين او .([۶]) باشد Πn−1‐كامل نمͯتواند نظريه آن آنگاه باشد، پذير Πn‐تعريف

وجود آن از مستقل Πn گزاره يك واقع (در باشد نمͯتواند هم كامل فوق شرايط با نظريه يك كه

دارد، وجود نظريه از مستقل Πn−1 گزاره يك واقع در اينكه دادن نشان با را، نتيجه اين ما دارد).

.(٢ . ٣ . ۴ (لم مͯكنيم قويتر

هايك اثبات پيرامون ملاحظاتͯ ٢ . ۴

است شده فرض ،[۶] مرجع ٢·۵ قضيه در .([۶] مرجع ٢·۵ قضيه اثبات (درباره .٢ . ١ . ۴ تذکر

آن قضيههاي مجموعه همچنين و بوده استنتاج تحت بسته و n‐سازگار ،PA شامل T نظريه كه

و Πn‐Th(N) ⊈ T (الف): كه مͯشود ثابت سپس .(n ≥ 2 يك (براي باشد پذير Πn‐تعريف

نيست. كامل T (ب): همچنين

٣R. Jeroslow
۴P. Hájek



۴٠ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

در و Πn−2‐Th(N) ⊆ T كه است شده فرض تناقض، به رسيدن منظور به (الف)، اثبات در

است شده گرفته نتيجه نادرست Πn−2و گزاره يك پذيري T‐اثبات از T ناسازگاري (ب) اثبات پايان

نادرست گزاره هيچ Πn−2‐Th(N)آنگاه ⊆ T اگر كه است بديهͯ .(τ1(p,m, φ) با شده داده (نشان

(كه Πn−2‐Th(N) ⊆ T فرض از استفاده اثبات، منظور احتمالا˟ نيست. اثبات قابل T در Πn−2 و

هيچ T كند ثابت تا بوده T n‐سازگاري و تماميت از استفاده منظور بلͺه نبوده، است) نادرست

غير و كوچك نقص يك (كه بعد لم در را موضوع اين نمͯكند. ثابت را Πn−2 و نادرست گزاره

٢٠ قضيه براي تعميم يك لم اين مͯكنيم. اثبات مͯكند) پر را [۶] مرجع ٢·۵ قضيه اثبات در اساسͯ

(Th(N)) استاندارد مدل در حساب درست گزارههاي مجموعه مͯكند بيان كه است، [٨] مرجع

است. PA از كامل و ω‐سازگار توسيع تنها

،PA از گيرنده Πn‐تصميم و n‐سازگار توسيع هر .([۶] از ٢·۵ قضيه اثبات (تكميل .٢ . ٢ . ۴ لم

است. Πn‐كامل

براي حͺم كنيم فرض ندارد. وجود اثبات براي چيزي n = 0 براي .n روي بر استقرا برهان.

Πn+1‐تصميم و n)‐سازگار + 1) ،T نظريه اگر كنيم. ثابت n + 1 براي را آن و باشد برقرار n

.T ⊬ ψ كه دارد وجود ψ ∈ Πn+1‐Th(N) گزاره يك آنگاه نباشد، Πn+1‐كامل ولͯ بوده گيرنده

فرض به توجه با .(m ∈ N هر (براي N ⊨ θ(m) پس θ؛ ∈ Σn آن در كه ψ = ∀xθ(x) مͯنويسيم

طرف از .(m ∈ N هر (براي T ⊢ θ(m) پس است؛ Σn‐كامل نتيجه در و Πn‐كامل ،T استقرا،

و T ⊢ ∃x¬θ(x) يعنͯ ،T ⊢ ¬ψ كه مͯدهد نتيجه T ⊬ و T بودن گيرنده Πn+1‐تصميم ديͽر،

است. تناقض در T +n)‐سازگاري 1) فرض با اين

شامل و n‐سازگار نظريه يك استنتاجͯ بستار اگر .([۶] مرجع ٢·۵(٢) قضيه (تعميم .٢ . ٣ . ۴ لم

.(n ≥ 2 هر (براي دارد وجود آن از مستقل Πn−1 گزاره يك آنگاه باشد، پذير Πn‐تعريف ،PA

(و قبل لم از آنگاه PrT ∈ Πn و PA ⊆ T باشيم داشته T n‐سازگار نظريه براي اگر برهان.

،[۶] مرجع ٢·۵(١) قضيه با اين و Πn−1‐Th(N) ⊆ T كه مͯشود نتيجه (T −n)‐سازگاري 1)

مͯباشد. تناقض در است، برقرار Πn−1‐Th(N) ⊈ T فوق شرايط تحت مͯكند بيان كه
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اخير هاي تلاش برخͯ ٣ . ۴

مرجع ٨·٢ و ٢·۵(١) هاي (قضيه هايك تعميمهاي و ([١٠] مرجع ٢ (قضيه يروسلوف نتايج در

گزاره از خاصͯ رده شامل نظريه مͯشود ثابت فقط بلͺه نداريم، ناتماميت مورد در نتيجهاي ([۶]

([۶] مرجع ٢·۵ و ٣·١ (نتايج هستند ناتماميت شامل كه هايك از نتايجͯ در نيست. درست هاي

طبيعͯ سوال يك گرفتهاند. قرار استفاده مورد نظريه بودن Πn‐كامل يا n‐سازگاري قوي فرضهاي

برخͯ سازي). (راسري كرد؟ جايͽزين ساده سازگاري با را شرطها اين مͯتوان آيا كه است اين

ناتماميت نتايج كه مͯكنيم يادآوري .([١۵] و [٩] (مراجع گرفتهاند انجام راستا اين در تلاشها

ناپذير تعريف نظريه مثال، براي چون دارند، كاربرد پذير تعريف هاي نظريه براي فقط راسر و گودل

[١۵] و [٩] مرجعهاي در گودل‐راسر ناتماميت قضيه براي كه اثباتهايي است. كامل Th(N)

همچنين و [٢٠] مͯتوانيد [١۵] مرجع نتيجه نادرستͯ براي مͯباشند. نادرست هردو شدهاند ارايه

متاسفانه است. شده داده توضيح زير تذكر در [٩] مرجع اثبات نادرستͯ ببينيد. را [١۶] و [٢١]

نظريههاي براي حتͯ نظريه، ساده سازگاري پايه بر پذير تعريف هاي نظريه براي ناتماميت اثبات امͺان

Π1‐تعريف توسيع يك مͯدهيم نشان زير ۴ . ۶ . ۴ نتيجه در چون ندارد؛ وجود پذير، Π1‐تعريف

دارد. وجود PA از كامل و پذير

در است. نادرست [٩] مرجع در گودل‐راسر ناتماميت براي شده ارائه اثبات متاسفانه .٣ . ١ . ۴ تذکر

لم در F (x) فرمول كه مͯبرد كار به ¬F (x) فرمول براي را قطري لم نويسنده مقاله، اين ٣ لم اثبات

ملاحظه سادگͯ به است. شده ساخته مذكور) مقاله ۵ بخش ٢ لم علاوه (به [٢۴] مرجع ۶ فصل S

نتيجه و قضيه (و [٩] مرجع ٣ لم در كه طور همان اگر .A ∈ Σ1 نتيجه در و F ∈ Π1 كه مͯشود

آن از Aمستقل مانند Σ1 گزاره يك PA شامل و پذير Π1‐تعريف نظريه هر براي شده، ادعا آن) از بعد

PA +Π1‐Th(N) نظريه از كه باشد داشته وجود Π1 گزاره يك بايد آنگاه باشد، داشته وجود نظريه

مرجع اصلͯ قضيه پس است، Σ1‐كامل و Π1‐كامل نظريه اين كه است واضح ولͯ باشد. مستقل

مͯگويد: نويسنده كه آنجا مͯباشد، ٢ لم اثبات در نادرست قدم واقع در باشد. درست نمͯتواند [٩]

به m1 اگر ولͯ .«R(k,m2, Neg(n)) نتيجه در و m2 ≤ m1 كه شود انتخاب طوري مͯتواند m1»

نباشد. برقرار ديͽر است ممͺن ∀x ≤ m1R(k, x,Neg(n)) شرط شود، اختيار بزرگ كافͯ اندازه
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ناتماميت قضيه معنايي صورت ۴ . ۴

درست و RE نظريه هيچ كه مͯكند بيان خود ضعيفتر) (و معنايي صورت در ناتماميت اول قضيه

همان دقيقاً RE مجموعههاي اينكه به توجه با باشد. Π1‐كامل نمͯتواند باشد PA شامل كه

شود: بيان زير صورت به مͯتواند قضيه اين هستند، پذير Σ1‐تعريف مجموعههاي

Gödel’s 1st theorem: PA ⊆ T & AxT ∈ Σ1 & N |= T ⇒ Π1‐Th(N) ⊈ T

[٢٢] مرجع ١ نتيجه و [٢۴] مرجع ٣ (فصل مͯباشد زير صورت به قضيه اين طبيعͯ تعميم يك

ببينيد). را

Πn‐ناتمام ،T آنگاه باشد، PA شامل و پذير Σn‐تعريف درست، نظريه يك T اگر .١ . ۴ . ۴ قضیه

است.

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn & N |= T ⇒ Πn‐Th(N) ⊈ T

كه: مͯسازيم طوري را γ جمله قطري لم كمك به فوق، شرايط با T نظريه يك براي برهان.

PA ⊢ γ ↔ ¬PrT (⌜γ⌝).

پس N |= PrT (⌜γ⌝) آنگاه N |= ¬γ اگر چون .(†) N |= γ مͯدهيم نشان .γ ∈ Πn وضوح به

به رسيدن منظور به .T ⊬ γ مͯدهيم نشان حال است. تناقض در T بودن درست با كه T ⊢ γ

در (†) گزاره با كه N |= ¬γ نتيجه در و N |= PrT (⌜γ⌝) پس . T ⊢ γ مͯكنيم فرض تناقض،

.γ ∈ Πn‐Th(N)\T كه كرديم ثابت پس است. تناقض

باشد. ‐كامل Πn+1 نمͯتواند PA ‐تعريفپذير Πn و درست توسيع هيچ .٢ . ۴ . ۴ نتیجه

است. هم پذير Σn+1‐تعريف پذير، ‐تعريف Πn نظريه هر كه كنيم دقت است كافͯ برهان.
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است شده شناخته كاملا́ است، Π1‐ناتمام ولͯ Σ1‐كامل، PA كه واقعيت اين .٣ . ۴ . ۴ تذکر

حالت در نمͯدهد. نتيجه را Π1‐تماميت Σ1‐تماميت، پس ببينيد). را [۵] مرجع مثال (براي

،PA + Σn‐Th(N) نظريه مثال، براي چون نمͯدهد؛ نتيجه را Πn‐تماميت Σn‐تماميت، كلͯ،

‐Σn Πn‐تماميت، ديͽر، طرف از قبل). قضيه بر (بنا نيست Πn‐كامل ولͯ است Σn‐كامل

مانند درست و Σn+1 گزاره هر براي چون مͯدهد، نتيجه را Σn+1‐تماميت واقع در و تماميت،

.N |= θ(n1, · · · , nk) كه دارند وجود n1 · · ·nk ∈ N اعداد ،θ ∈ Πn كه ،∃x1 · · · xkθ(x1, · · · , xk)

نتيجه: در و T ⊢ θ(n1, · · · , nk) داريم شده، فرض Πn‐كامل ،T نظريه چون

T ⊢ ∃x1 · · · xkθ(x1, · · · , xk).

نمادين: طور به

Πn‐Th(N) ⊆ T ⇒ Σn+1‐Th(N) ⊆ T

T +Πn‐Th(N) نظريه اگر فقط و اگر است، Σn‐درست ،T نظريه ،n ∈ N هر براي .۴ . ۴ . ۴ لم

باشد. سازگار

آنگاه نباشد، سازگار T+Πn‐Th(N) نظريه اگر باشد. Σn‐درست ،T نظريه كه كنيم فرض برهان.

π1, · · · , πm ∈ Πn‐Th(N) گزارههاي اثبات، بودن متناهͯ به توجه با .T + Πn‐Th(N) ⊢ ⊥

چون .T ⊢ ¬(π1 ∧ · · · ∧ πm) نتيجه در و T + π1 ∧ · · · ∧ πm ⊢ ⊥ كه طوري به دارند وجود

خواهد نادرست و Σn گزارهاي ¬(π1 ∧ · · · ∧πm) پس است، درست و Πn گزارهاي π1 ∧ · · · ∧πm
T + Πn‐Th(N) نظريه كنيم فرض برعكس، است. تناقض در T بودن Σn‐درست با كه بود،

¬σ ∈ Πn‐Th(N) چون آنگاه كند، ثابت را σ مانند نادرست و Σn گزاره يك T اگر باشد. سازگار

سازگاري با كه T +Πn‐Th(N) ⊢ σ مͯشود نتيجه T ⊢ σ از ضمناً .T +Πn‐Th(N) ⊢ ¬σ پس

است. تناقض در T +Πn‐Th(N)
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معنايي شرط متعارف نماد نحوي شرط

[Σ∞] soundness of T ≡ N ⊨ T ≡ Con(T + ([Π∞]Th(N)))

Σn soundness of T ≡ − ≡ Con(T + (Πn‐Th(N)))

Σ1 soundness of T ≡ 1−Con(T ) ≡ Con(T + (Π1‐Th(N)))

Σ0 soundness of T ≡ Con(T ) ≡ Con(T + (Π0‐Th(N)))

گودل ناتماميت قضيه كلͯ صورت ۵ . ۴

ω‐سازگار و بازگشتͯ شمارشپذير توسيع هيچ كه مͯكند بيان گودل ناتماميت قضيه اوليه صورت

مفهوم از اجتناب منظور به ω‐سازگاري نحوي مفهوم باشد. Π1‐تصميمگيرنده نمͯتواند PA از

ضعيفتر فرض ناتماميت قضيه اثبات براي كه شد مشخص بعداً شد. ارائه بودن» «درست معنايي

ببينيد). را [٨] (مرجع مͯباشد كافͯ است، نظريه Σ1‐درستͯ معادل كه ١‐سازگاري،

PA ⊆ T & AxT ∈ Σ1 & Con(T +Π1‐Th(N)) ⇒ T /∈ Π1-Deciding

توسيع هر نبودن گيرنده Πn‐تصميم ناتماميت، قضيه از صورت اين براي طبيعͯ تعميم يك

شد. خواهد اثبات زير قضيه كمك با كه است، Πn‐Th(N) با سازگار و پذير Σn‐تعريف

،T آنگاه باشد، Πn‐Th(N) با سازگار و پذير Πn‐تعريف نظريه يك T ⊇ PA اگر .١ . ۵ . ۴ قضیه

نيست. گيرنده Πn‐تصميم

PA ⊆ T & AxT ∈ Πn & Con(T +Πn‐Th(N)) ⇒ T /∈ Πn+1-Deciding

اثباتپذيري محمول است. سازگار نظريه يك T ∗ = T + Πn‐Th(N) فرض، به توجه با برهان.

مͯگيريم: درنظر را زير
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ProofT ∗(z, x) ≡ ∃w, u, t ≤ z[z = ⟨w, u, t⟩ ∧ Πn‐Th(w) ∧ conjAxT (u)∧

Proof(t, w ∧ u→ x)]

كدگذاري تابع يك ⟨x, y, z⟩ و است اول مرتبه منطق در اثبات محمول Proof(x, y) فوق عبارت (در

فرمول يك نيز conjAxT (x) و مͯكند برقرار N و N3 بين يك به يك تناظري كه است استاندارد

است روشن است). T اصول از متناهͯ تعدادي عطف گودل عدد x مͯكند بيان كه است ∆0

T ∗ = T +Πn‐Th(N) نظريه در x گزاره براي اثبات يك z كه است معنͯ اين به ProofT ∗(z, x)

كه طوري به ساخت γ گزاره يك مͯتوان سازي قطري لم كمك با مͯباشد.

(١ . ۴) T ⊢ γ ↔ ∀z[ProofT ∗(z, γ)→ ∃z′ < zProofT ∗(z′,¬γ)]

نتيجه در (و T ∗ از γ كه مͯدهيم نشان است. Πn+1 گزاره يك γ كه كرد ملاحظه مͯتوان سادگͯ به

و π0, · · · , πl مانند درست و Πn گزاره متناهͯ تعداد پس .T ∗ ⊢ γ كنيم فرض است. مستقل (T از

.(π0∧· · ·∧πl)∧(a0∧· · ·∧am)→ γ كه طوري به دارند وجود T اصول از a0, · · · , am متناهͯ تعداد

t0 يك براي كه مͯكنيم دقت .u0 = ⌜a0 ∧ · · · ∧ am⌝ و w0 = ⌜π0 ∧ · · · ∧ πl⌝ مͯدهيم قرار

مدل (در درست گزاره يك Πn‐Th(w0) ∧ conjAxT (u0) ∧ Proof(t0, w0 ∧ u0 → γ) مناسب،

γ تعريف از حال .ProofT ∗(z0, γ) داريم z0 = ⟨w0, u0, t0⟩ دهيم قرار اگر پس است، استاندارد)

كه: مͯشود نتيجه

(٢ . ۴) T ∗ ⊢ ∃z′ < z0ProofT ∗(z′,¬γ).

استاندارد مدل در (z′ ∈ N) ProofT ∗(z′,¬γ) هاي گزاره تمام T ∗ بودن سازگار به توجه با اما

در نتیجه در (و PA در و است درست گزاره يك ∀z < z0¬ProofT ∗(z,¬γ) پس هستند. نادرست

که: است اثبات قابل (T

∀z
[
z < z0 ↔ (z = 0 ∨ · · · ∨ z = z0 − 1)

]
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پس:

T ⊢ [∀z < z0¬ProofT ∗(z,¬γ)]↔ [¬ProofT ∗(0,¬γ) ∧ · · · ∧ ¬ProofT ∗(z0 − 1,¬γ)]

چون .(T در پذیر اثبات طور (به است Σn گزاره ͷی معادل ∀z < z0¬ProofT ∗(z,¬γ) نتيجه در و

در مͬکند، اثبات هم را Σn درست گزارههای همه پس است، Πn درست گزارههاي همه شامل T ∗

فرض سازگار T ∗ (چون است تناقض در (٢ . ۴) با كه T ∗ ⊢ ∀z < z0¬ProofT ∗(z,¬γ) نتیجه

فرض نيست. اثبات قابل T ∗ در هم ¬γ كه مͯكنيم ثابت حال .T ∗ ⊬ γ كه كرديم ثابت پس شده).

و درست گزاره يك ProofT ∗(z0,¬γ) چون باشد. اثبات اين گودل عدد z0 ∈ N و T ∗ ⊢ ¬γ كنيم

نتيجه: در و T ∗ ⊢ ProofT ∗(z0,¬γ) پس است، Πn

T ∗ ⊢ ∀z > z0
[
∃z′ < zProofT ∗(z′,¬γ)

]

(٣ . ۴) ⇒ T ∗ ⊢ ∀z > z0
[
ProofT ∗(z, γ)→ ∃z′ < zProofT ∗(z′,¬γ)

]
.

نتیجه در و N ⊨ ¬ProofT ∗(z, γ) داريم 0 ≤ z′ ≤ z0 هر براي پس است، سازگار T ∗ چون

بنابراین .T ∗ ⊢ ¬ProofT ∗(z, γ)

(۴ . ۴) T ∗ ⊢ ∀z ≤ z0
[
ProofT ∗(z, γ)→ ∃z′ < zProofT ∗(z′,¬γ)

]
.

كه مͯشود نتيجه ۴ . ۴ و ٣ . ۴ ترکیب از حال

T ∗ ⊢ ∀z ≤ z0
[
ProofT ∗(z, γ)→ ∃z′ < zProofT ∗(z′,¬γ)

]



۴٧ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

از γ كه شد ثابت پس است. تناقض در T ∗ ⊢ ¬γ فرض با كه T ∗ ⊢ γ داريم γ تعريف به توجه با و

است. مستقل ،T از نتيجه در و ،T ∗

بر نيز آن طولانͯ نسبتاً اثبات و مͯباشد راسر قضيه همان فوق قضيه n = 0 براي كه كنيم دقت

است. راسر روش اساس

گيرنده Πn+1‐تصميم نمͯتواند PA از پذير Πn‐تعريف و Πn‐كامل توسيع هيچ .٢ . ۵ . ۴ نتیجه

باشد.

حال است. سازگار T +Πn‐Th(N) پس .Πn‐Th(N) ⊆ T يعنͯ است، Πn‐كامل ،T برهان.

نيست. گيرنده Πn+1‐تصميم ،T كه مͯشود نتيجه قبل لم از

گيرنده Πn+1‐تصميم نمͯتواند PA از n‐سازگار و پذير Πn‐تعريف توسيع هيچ .٣ . ۵ . ۴ نتیجه

باشد.

نباشد گيرنده Πn‐تصميم ،T اگر بͽيريد. نظر در را فوق در شده ذكر شرايط با T نظريه يك برهان.

لم از حال است. گيرنده Πn‐تصميم ،T كه كنيم فرض پس ندارد، وجود اثبات براي چيزي آنگاه

١ . ۵ . ۴ قضيه از و است سازگار T +Πn‐Th(N) پس ،Πn‐Th(N) ⊆ T كه مͯشود نتيجه ٢ . ٢ . ۴

نيست. گيرنده Πn+1‐تصميم ،T كه مͯشود نتيجه

مͯكند. ارائه را ۵ ͹كري به منسوب شده، شناخته نتيجه يك از تعميمͯ زير لم

Πn‐تعریفپذیر نظریه ͷی معادل پذیر Σn+1‐تعریف نظریه هر ،n ≥ 1 هر برای .۴ . ۵ . ۴ لم

مͬباشد.

آنگاه: ،θ ∈ Πn آن در که ،AxT (x) ≡ ∃x1, · · · , xnθ(x, x1, · · · , xn) اگر برهان.

AxT (x) ≡ ∃yθ′(x, y)

۵W. Craig



۴٨ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

نظریه: که مͬکنیم دقت حال .θ′(x, y) ≡ ∃x1, · · · , xn ≤ yθ(x, x1, · · · , xn) ∈ Πn كه جايي

T ′ = {ψ ∧ (k = k) : N ⊨ θ′(⌜ψ⌝, k)}

فرمول: توسط پذیر Πn‐تعریف و است T نظریه معادل

AxT ′(x) ≡ ∃y, z ≤ x[x = (y ∧ ⌜z = z⌝) ∧ θ′(y, z)]

مͬباشد.

ͷی آنگاه باشد، پذیر Σn+1‐تعریف و Σn‐درست نظریهای T اگر ،n ≥ 1 هر برای .۵ . ۵ . ۴ قضیه

است. T از مستقل که دارد وجود Πn+1 (درست) گزاره

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is Σn-sound ⇒ T /∈ Πn+1-Deciding

نتیجه ١ . ۵ . ۴ قضیه از حال است. پذیر Πn‐تعریف نظریه ͷی معادل T قبل، لم به توجه با برهان.

است. T از مستقل که دارد وجود Πn+1 (درست) گزاره ͷی که مͬشود

هستند معادل Σn‐درستͯ و n‐سازگاري مفهوم دو ،n = 0, 1, 2 براي كه كرد ثابت مͯتوان

زير لم از امر اين است. ضعيفتر Σn‐درستͯ از اكيداً n‐سازگاري شرط n > 2 براي اما ،([٨])

.([٨]،١٩۵۵ سال در كرايزل۶ جورج توسط شده (اثبات مͯشود نتيجه

مͯكند. اثبات را نادرست و Σ3 گزارهاي كه دارد وجود ω‐سازگار نظريه يك .۶ . ۵ . ۴ لم

زير گزاره با مͯتوان را T نظريه يك ω‐سازگاري بͽيريم. نظر در را n ≥ 2 طبيعͯ عدد يك برهان.

كرد: بيان

ω‐Con(T ) ≡ ¬∃α
[
PrT (⌜∃xα(x)⌝) ∧ ∀zPrT (⌜¬α(z))

]
.

۶G. Kreisel



۴٩ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

كه: طوري به مͯسازيم J گزاره يك سازي، قطري لم كمك با

PA ⊢ J ↔ ¬ω‐Con(PA + J) (†).

N ⊨ J اگر .N ⊨ ¬J كه مͯدهيم نشان اولا است. Σ3 گزارهاي J كه مͯشود ملاحظه سادگͯ به

مͯشود نتيجه N ⊨ J و (†) از ولͯ مͯشد، ‐سازگار ω نتيجه در و درست، نظريه يك PA + J آنگاه

مͯشود نتيجه (†) از مجدداً حال .N ⊨ ¬J پس است. تناقض يك كه N ⊨ ¬ω‐Con(PA + J)

J نادرست و Σ3 گزاره ولͯ است ω‐سازگار واقع در PA + J نظريه پس ،N ⊨ ω‐Con(PA + J)

مͯكند. اثبات را

غير شرط دو n)‐سازگاري + 1) و Σn‐درستͯ شرط دو n ≥ 3 براي كه مͯدهد نشان بعد لم

مقايسهاند. قابل

براي و نيست Σn‐درست كه دارد وجود +n)‐سازگار 1) نظريه يك ،n ≥ 3 هر براي .٧ . ۵ . ۴ لم

نيست. +n)‐درست 1) كه دارد وجود Σn‐درست نظريه يك n > 0 هر

قبل لم پس .(n ∈ N هر (براي مͯدهد نتيجه را n‐سازگاري ω‐سازگاري كه است روشن برهان.

و T0 = PA+Πn‐Th(N) مͯدهيم قرار دوم قسمت براي مͯدهد. دست به اول قسمت براي مثالͯ

همان .γT0 ≡ ∀z[ProofT0(z, γT0) → ∃z′ < zProofT0(z′,¬γT0)] آن در كه T1 = T0 + ¬γT0

پس مͯباشد. حساب) استاندارد مدل (در درست و Πn+1 گزاره يك γT0 كرديم، ثابت قبلا́ كه طور

آن: در كه N ⊨ θ(n) داريم n ∈ N هر براي

θ(z) ≡ [ProofT0(z, γT0)→ ∃z′ < zProofT0(z′,¬γT0)].

اما .(n ∈ N هر (براي T1 ⊢ θ(n) پس Πn‐Th(N) ⊆ T1 و هستند Σn عضو θ(n) جملات تمام

نيست. +n)‐سازگار 1) نظريه يك T1 بنابراين ،T1 ⊢ ∃z¬θ(z) يعنͯ T1 ⊢ ¬γT0

‐Σn+1 نيز T اصول مجموعه و n‐سازگار نظريه يك T ⊇ PA اگر ،n ≥ 0 هر براي .٨ . ۵ . ۴ قضیه

نيست. پذير تصميم T در كه دارد وجود Πn+1 گزاره يك آنگاه باشد، پذير تعريف



۵٠ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is n-consistent ⇒ T /∈ Πn+1-Deciding

هم گيرنده Πn+1‐تصميم آنگاه نباشد، بودن گيرنده Πn‐تصميم خاصيت داراي T اگر برهان.

Πn‐تصميم خاصيت داراي T كه مͯكنيم فرض پس ندارد. وجود اثبات براي چيزي و نيست

Σn‐درست خاصيت Tداراي پس ،Πn‐Th(N) ⊆ T ،٢ . ٢ . ۴ لم به توجه با باشد. بودن گيرنده

تصميمپذير T در كه دارد Πn+1وجود گزاره يك كه مͯشود نتيجه ۵ . ۵ . ۴ قضيه از حال مͯباشد. بودن

نيست.

تعميم بودن بهينه ۶ . ۴

و Σn‐درستͯ شرطهاي و هستند بهينه ديدگاه، يك از فوق، نتايج كه مͯدهيم نشان بخش اين در

داد. تقليل −n)‐سازگاري 1) يا Σn−1‐درستͯ به نمͯتوان را n‐سازگاري

وكامل پذير Σn+1‐تعريف ،PA شامل Σn−1‐درست، نظريه يك ،n ≥ 1 هر براي .١ . ۶ . ۴ قضیه

دارد. وجود

Ti+1 = Ti + φi (اگر Ti+1 = Ti + φi و T0 = PA + Πn−1‐Th(N) مͯدهيم قرار برهان.

مͯكنيم: تعريف حال باشد). سازگار Ti+1 = Ti + ¬φi (اگر Ti+1 = Ti + ¬φi و باشد) سازگار

مͯباشد). حساب زبان در جملهها مجموعه از شمارش يك φ0, φ1, φ3, . . . اينجا (در Tω =
∪∞
i=0 Ti

مͯباشد: تعريف قابل زير فرمول توسط Tω
AxTω(x) ≡ AxPA(x) ∨ Πn−1‐Th(x) ∨ ∃y

[
seq(y) ∧ ∀j < lh(y)

[(
(y)j = ⌜φj⌝ ∧

ConT0(⟨(y)0, . . . , (y)j−1, φj⟩)) ∨ ((y)j = ⌜¬φj⌝ ∧ ¬ConT0(⟨(y)0, . . . , (y)j−1, φj⟩)

∧ ConT0(⟨(y)0, . . . , (y)j−1,¬φj⟩)
)]
∧ (y)lh(y)−1 = x

]
.

مͯشود: تعريف زير صورت به است، رفته كار به فوق فرمول در كه ConT0(x) محمول

ConT0(x) ≡ seq(x) ∧ ∀s, z[(seq(s) ∧ ∀i < lh(s)(AxT0((s)i) ∨ (s)i ∈ x))

→ ¬Proof(z, (
∧lh(s)−1
i=0 (s)i)→ ⊥)]



۵١ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

طول دهنده نشان lh(x) و است فرمولها از دنباله يك گودل عدد x كه است معنͯ اين به seq(x)

كه كرد ملاحظه مͯتوان سادگͯ به هستند). ∆0 هردو lh و seq كه كنيم (توجه مͯباشد دنباله آن

به توجه با مͯباشد. Σn+1‐تعريفپذير نظريه يك Tω پس است، Σn+1 فرمول يك (معادل) AxTω
Tω پس Πn−1‐Th(N) ⊆ Tω كه مͯكنيم دقت است. كامل و سازگار Tω كه است روشن تعریف،

مͬباشد. نیز Σn−1‐درست ،Tω پس كند، اثبات را نادرست Σn−1 گزاره يك نمͯتواند

است. هم n‐سازگار آنگاه باشد Σn‐درست نظريه يك اگر الف: .٢ . ۶ . ۴ لم

است. نيز Σn‐درست باشد، n‐سازگار و Σn−1‐كامل نظريه يك اگر ب:

آن در كه T ⊢ ∃xψ(x) و باشد Σn‐درست نظريه يك T كنيم فرض الف: قسمت اثبات برهان.

يك براي N ⊨ ψ(m) بنابراين ،N ⊨ ∃xψ(x) Σn‐درستͯ، به توجه با است. Πn−1 فرمول يك ψ

Σn‐درست به توجه با پس، است، درست و Πn−1 گزاره يك ψ(m) كه كنيم توجه حال .m ∈ N

و Σn−1‐كامل نظريهاي T كنيم فرض ب: قسمت اثبات .T ⊬ ¬ψ(m) كه مͯشود نتيجه T بودن

،T بودن n‐سازگار به توجه با است. Πn−1 فرمول يك ψ آن در كه T ⊢ ∃xψ(x) و باشد n‐سازگار

N ⊭ ¬ψ(m) پس است، Σn−1‐كامل نظريه يك T چون .T ⊬ ¬ψ(m) كه دارد وجود m ∈ N يك

.N ⊨ ∃xψ(x) پس ،N ⊨ ψ(m) نتيجه در و

و پذير Σn+1‐تعريف ،PA شامل n)‐سازگار، − 1) نظريه يك ،n ≥ 1 هر براي .٣ . ۶ . ۴ نتیجه

دارد. وجود كامل

ارايه مثال پس مͯدهد، نتيجه را n)‐سازگاري − 1) Σn−1‐درستͯ ،٢ . ۶ . ۴ لم به توجه با برهان.

است. هم −n)‐سازگار 1) فوق در شد

دارد. وجود PA از پذير Π1‐تعريف و كامل توسيع يك .۴ . ۶ . ۴ نتیجه

نتيجه ۴ . ۵ . ۴ از و دارد وجود PA از Σ2‐كامل و كامل توسيع يك ١ . ۶ . ۴ قضيه به توجه با برهان.

است. پذير Π1‐تعريف نظريه يك معادل نظريه اين كه مͯشود



۵٢ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

n‐سازگاري شرط با اثباتهاي بودن ساختاري غير ٧ . ۴

n‐سازگاری شرط از استفاده با که ناتمامیتͬ قضیه بودن ساختاری غیر که مͬدهد نشان بعد نتیجه

قبل .(n ≥ 3 (برای ندارد وجود آن برای ساختاری برهان هیچ واقع در و نیست تصادفͬ شد، اثبات

.([٨] در شده (اثبات داريم زير لم به نياز مطلب، اين اثبات از

يا T + X نظريه دو از ͯͺي حداقل ،X جمله هر و T مانند ω‐سازگار نظريه هر براي .٧ . ١ . ۴ لم

است. ω‐سازگار ،T + ¬X

B(x) و A(x) فرمولهاي پس نباشند. ω‐سازگار هيچͺدام T +¬X و T +X كنيم فرض برهان.

n ∈ N هر براي و ،T + ¬X ⊢ ∃xB(x) (II) ،T +X ⊢ ∃xA(x) (I) كه طوري به دارند وجود

داريم: (II) و (I) به توجه با پس، .T + ¬X ⊢ ¬B(n) (IV ) و T +X ⊢ ¬A(n) (III) داريم

T ⊢ [(X ∧ ∃xA(x)) ∨ (¬X ∧ ∃xB(x))]

⇒ T ⊢ ∃x[(X ∧ A(x)) ∨ (¬X ∧B(x))] (V )

داريم: n ∈ N هر براي كه مͯشود نتيجه (IV ) و (III) از

T ⊢ (X → ¬A(n)) ∧ (¬X → ¬B(n))

⇒ T ⊢ ¬(X ∧ A(n)) ∧ ¬(¬X ∧B(n))

.⇒ T ⊢ ¬[(X ∧ A(n)) ∨ (¬X ∧B(n))] (V I)

تناقض. نيست، ω‐سازگار نظريه يك T كه مͯشود نتيجه (V ) و (V I) از حال

ندارد وجود (0(n) اراکل به نسبت (حتͬ f مانند جزئͬ بازگشتͬ تابعͬ n ≥ 3 هر برای .٧ . ٢ . ۴ قضیه

را PA شامل و n‐سازگار نظریه ͷی که باشد Σn+1 فرمول ͷی گودل عدد m هرگاه که طوری به

باشد. نظریه آن از مستقل گزاره ͷی گودل عدد و شده متوقف f(m) آنگاه کند، مͬ تعریف

یعنͬ باشد، داشته وجود فوق شرایط با f پذیر (n)0‐محاسبه جزئͬ تابع ͷی کنید فرض برهان.

PA شامل و n‐سازگار ای نظریه TΨ = {α | N |= Ψ(⌜α⌝)} اگر ،Ψ مانند فرمول Σn+1 هر برای

دهد. دست به را TΨ از مستقل گزارهای گودل عدد و شده متوقف f(⌜Ψ⌝) آنگاه باشد،



۵٣ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

کرد: بیان زیر صورت به مͬتوان را x گودل) عدد (با گزاره با PA ω‐سازگاری

∀χ
[
∃z∃q

(
ConjAxPA(q) ∧ Proof(z, q ∧ x→ ∃vχ(v))

)
→ ∃v∀z∀q

(
ConjAxPA(q)→ ¬Proof(z, q∧x→¬χ(v))

)
]

پس است، پذیر (n)0‐محاسبه تابعͬ f چون مͯدهيم. نشان ω‐ConPA(x) با را فوق فرمول

ببینید). را [٢۵] مثال (برای هستند بیان قابل Σn+1 فرمولهایی توسط f(x)↓ و f(x) = y گزارههای

که: طوری به دارد وجود Θ(x) فرمول ͷی قطری، لم پارامتری صورت از استفاده با حال

PA ⊢ Θ(x) ≡

[
f(⌜Θ⌝)↓ ∧ ω-ConPA

(
f(⌜Θ⌝)

)
∧

(
x=f(⌜Θ⌝) ∨ AxPA(x)

)] ∨
[
f(⌜Θ⌝)↓ ∧ ¬ω-ConPA

(
f(⌜Θ⌝)

)
∧

(
x=¬f(⌜Θ⌝) ∨ AxPA(x)

)]∨
AxPA(x).

f(⌜Θ⌝)↑ اگر است. Σn+1 فرمول ͷی Θ(x) که مͬشود ملاحظه سادگͬ به ،n ≥ 3 اینکه به توجه با

باید پس است. PA شامل و n‐سازگار نظریه ͷی TΘ = PA نتیجه در و Θ(x) ≡ AxPA(x) آنگاه

آنگاه باشد، ω‐سازگار ،PA ∪ {f(⌜Θ⌝)} نظریه اگر است. تناقض ͷی که f(⌜Θ⌝)↓ باشیم داشته

و n‐سازگار نظریه ͷی که TΘ = PA∪{f(⌜Θ⌝)} نتیجه در و Θ(x) ≡ (x=f(⌜Θ⌝)∨ AxPA(x))

باشد مستقل TΘ از باید f(⌜Θ⌝) گزاره داریم، f تابع مورد در که فرضͬ بر بنا پس، است. PA شامل

که مͬشود نتیجه ٧ . ١ . ۴ لم از حال نیست. ‐سازگار ω PA∪ {f(⌜Θ⌝)} درنتیجه است. تناقض که

داریم: حالت این در اما باشد. ω‐سازگار باید PA ∪{¬f(⌜Θ⌝)}

Θ(x) ≡ (x=¬f(⌜Θ⌝) ∨ AxPA(x)).

باید f(⌜Θ⌝) نتیجه در و است، PA شامل و n‐سازگار نظریهای TΘ = PA ∪ {¬f(⌜Θ⌝)} پس

مͬباشد. تناقض ͷی مجدداً که باشد TΘ از مستقل



۵۴ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

(n+1)0‐محاسبهپذير با نمͯتوان را f بودن (n)0‐محاسبهپذير شرط فوق، الͽوريتم در .٧ . ٣ . ۴ تذکر

را تصميمناپذير گزاره يك زير صورت به مͯتوان 0(n+1) اراكل كمك با زيرا كرد، جايͽزين بودن

شده داده گزاره يك كه مسئله اين پس است، Σn+1‐تعريفپذير نظر مورد نظريه چون كرد: پيدا

است كافͯ حال است. تصميمگيري قابل 0(n+1) اراكل توسط نه، يا است اثباتپذير نظريه اين در

بر بنا باشد، n‐سازگار نظريه اگر دهيم؛ انجام حساب زبان گزارههاي همه روي ساده جستجوي يك

نهايت در فوق جستجوي و است مستقل نظريه اين از كه دارد وجود Πn+1 گزاره يك ،٨ . ۵ . ۴ قضيه

مͯكند. پيدا را گزارهها اين از ͯͺي

نتایج آخرین ٨ . ۴

(برای بوده Πn‐تعریفپذیر ،T نظریه ͷی قضیههای مجموعه اگر اینکه اثبات از پس ،[۶] در ͷهای

کند اثبات را Πn−1 درست گزارههای همه نمͬتواند T آنگاه باشد، n‐سازگار نظریه و (n ≥ 2 ͷی

n‐سازگاری شرط که مͬکند مطرح را سوال این ،([۶] در 2.5 (قضیه نیست هم کامل T ضمنا و

در قضیه فوق را ضعیفتر کرد یا خیر. اخیرا در این مورد این نتیجه اثبات شده است         : 

آنگاه باشد، Πn+2‐تعریفپذیر ،T ⊇ PA سازگار نظریه ͷی قضیههای مجموعه اگر .٨ . ١ . ۴ قضیه

کند). اثبات را Πn+1 درست گزارههای همه نمͬتواند (یعنͬ نیست Πn+1‐کامل ،T

آن در که مͬکند تعریف را T قضایای مجموعه که باشد فرمولͬ ∀xτ(u, x) کنید فرض برهان.

که: مͬسازیم طوری φ فرمول سازی قطری لم ͷکم با است. Σn+1 فرمول ͷی τ(u, x)

(۵ . ۴) PA ⊢ φ↔ ∃x(¬τ(⌜φ⌝, x) ∧ ∀y ≤ x τ(⌜¬φ⌝, y)).

جمله برابر را ψ است. Σ2 گزارهای φ که مͬشود ملاحظه سادگͬ به

∃x(¬τ(⌜¬φ⌝, x) ∧ ∀y < xτ(⌜φ⌝, y))

.PA ⊢ ¬φ ∨ ¬ψ که است واضح بود. خواهد Σ2 هم ψ ،φ بودن Σ2 به توجه با مͬدهیم. قرار

پس است. برقرار T ⊬ ψ یا T ⊬ φ گزاره دو از ͬͺی حداقل است، سازگار نظریهای T چون



۵۵ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

.N ⊨ φ ∨ ψ نتیجه در و N ⊨ ∃x¬τ(⌜φ⌝, x) ∨ ∃x¬τ(⌜¬φ⌝, x)

نیز Σn+2‐کامل درنتیجه باشد. Πn+1‐تمام ،T نظریه که مͬکنیم فرض تناقض به رسیدن جهت

T ⊢ φ آنگاه N ⊨ φ اگر مͬکنیم. بررسͬ جداگانه را N ⊨ ψ و N ⊨ φ حالت دو بود. خواهد

.(φ تعریف به توجه (با N ⊨ ¬∀xτ(⌜φ⌝, x) داریم دیͽر طرف از است). Σn+2‐کامل ،T (چون

ͷی این و مͬکند) تعریف را T نظریه قضیههای مجموعه ∀xτ(⌜φ⌝, x) فرمول (چون T ⊬ φ پس

از .T ⊢ ¬φ نتیجه در است). Σn+2‐کامل ،T (چون T ⊢ ψ آنگاه N ⊨ ψ اگر است. تناقض

ͷی دوباره که T ⊬ ¬φ نتیجه در و N ⊨ ¬∀xτ(⌜¬φ⌝, x) داریم ψ تعریف به توجه با دیͽر، طرف

است. تناقض

است. ساختاری غیر اساسͬ طور به نیز ناتمامیت برای اثبات نوع این که مͬدهد نشان بعد قضیه

و بوده سازگار که Uψ نظریه هر برای که طوری به ندارد وجود f محاسبهپذیر تابع .٨ . ٢ . ۴ قضیه

π ∈ Πn+1 فرمول ͷی گودل عدد برابر و f(ψ) ↓ باشد، پذیر ‐تعریف Πn+2 آن قضیههای مجموعه

که است نظریهای دهنده نشان Uψ اینجا (در اثبات قابل غیر Uψ نظریه در ولͬ بوده درست که باشد

مͬشوند). تعریف ψ فرمول با آن قضیههای مجموعه

فرمول سازی، قطری لم پارامتری صورت ͷکم با باشد. داشته وجود تابعͬ چنین کنیم فرض برهان.

که: مͬسازیم طوری را θ(x)

PA ⊢ θ(x)↔ PrPA(x) ∨ (f(⌜θ⌝) ↓ ∧ Con(PA +Πn+1-Th(N) + f(⌜θ⌝))

∧PrPA+f(⌜θ⌝)(x)) ∨ (f(⌜θ⌝) ↓ ∧

Con(PA +Πn+1-Th(N) + ¬f(⌜θ⌝)) ∧ PrPA+¬f(⌜θ⌝)(x)).

ͷی Uθ بنابراین Uθ = PA آنگاه f(⌜θ⌝) ↑ اگر است. Πn+2 فرمولͬ θ که مͬشود ملاحظه سادگͬ به

f تابع مورد در که فرضͬ به توجه (با f(⌜θ⌝) ↓ درنتیجه است. Πn+2‐تعریفپذیر و سازگار نظریه

نظریه دو از ͬͺی حداقل .f(⌜θ⌝) ↓ بنابراین است. تناقض ͷی این و داریم)

PA +Πn+1-Th(N) + f(⌜θ⌝)



۵۶ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

یا

PA +Πn+1-Th(N) + ¬f(⌜θ⌝)

Uθ = PA + f(⌜θ⌝) آنگاه باشد سازگار PA + Πn+1‐Th(N) + f(⌜θ⌝) اگر است. سازگار

سازگار را PA + Πn+1‐Th(N) + f(⌜θ⌝) بزرگتر نظریه (چون است سازگار هم نظریه این و

.Uθ ⊬ f(⌜θ⌝) باشیم داشته باید داریم f تابع مورد در که فرضͬ به توجه با ولͬ کردهایم). فرض

نظریه اگر (یعنͬ دوم حالت در مͬکند. ایجاد را تناقض ͷی که Uθ ⊢ f(⌜θ⌝) وضوح به اما

ͷی Uθ درنتیجه و Uθ = PA + ¬f(⌜θ⌝) داریم باشد) سازگار PA + Πn+1‐Th(N) + ¬f(⌜θ⌝)

است. مستقل Uθ نظریه از که باشد Πn+1 و درست گزاره ͷی باید f(⌜θ⌝) پس است. سازگار نظریه

است، ناسازگار PA + Πn+1‐Th(N) + ¬f(⌜θ⌝) نتیجه در و Πn+1‐Th(N) ⊢ f(⌜θ⌝) بنابراین

مͬباشد. تناقض ͷی مجدداْ که

باشد محاسبهپذیر 0n اراکل به نسبت f تابع که کنیم فرض اگر حتͬ فوق، قضیه در .٨ . ٣ . ۴ تذکر

فرمول سه هر صورت این در که کرد ملاحظه مͬتوان سادگͬ به زیرا بود. خواهد برقرار حͺم هم باز

همچنان θ(x) درنتیجه و مͬشوند Σn+1 عضو PrPA+¬f(⌜θ⌝)(x) و PrPA+f(⌜θ⌝)(x) و f(⌜θ⌝) ↓

بود. خواهد قبل صورت همان به برهان ادامه ماند. خواهد باقͬ Πn+2 عضو

تعریفپذیر های نظریه برای ناتمامیت دوم قضیه و انعکاس٧ اصول بین جالبی ارتباط [١۴] در

مͬشود. داده شرح ادامه در که است شده برقرار

نماد با که ، ٨ محلͬ» انعکاس «اصول مجموعه حساب، زبان در T نظریه هر برای .۴ . ٨ . ۴ تعریف

مͬباشد. PrT (⌜α⌝) → α صورت به جملهها همه مجموعه برابر مͬشود، داده نمایش Rfn(T )

مجموعه برابر مͬشود، داده نشان RFN(T ) نماد با که نیز، ٩ سراسری» انعکاس «اصول مجموعه

فقط را α فرمول تعریف این در اگر مͬباشد. ∀x(PrT (⌜α(x)⌝)→ α(x)) صورت به جملهها همه

٧reflection principles
٨local reflection principles
٩global reflection principles



۵٧ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

RFNΣn(T ) و RfnΣn(T ) نمادهای با ترتیب به را حاصل مجموعههای بͽیریم، نظر در Σn رده از

مͬدهیم. نشان

نظریه بودن سازگار معادل دو هر T Σ0‐درستͬ و RFNΣ0(T ) که مͬشود ملاحظه سادگͬ به

کرد: بیان نیز صورت این به مͬتوان را گودل ناتمامیت دوم قضیه بنابراین هستند. T

اگر فقط و اگر است، Σ0‐درستͬ خاصیت دارای Tψ ،PA شامل Tψ نظریه هر برای .۵ . ٨ . ۴ قضیه

.Tψ ⊬ RFNΣ0(Tψ)

است: شده داده تعمیم زیر صورت به [١۴] در ناتمامیت دوم قضیه از صورت این

هستند: معادل زیر شرطهای ،PA شامل Tψ ‐تعریفپذیر Σn+1 نظریه هر برای .۶ . ٨ . ۴ قضیه

است. Σn‐درستͬ خاصیت دارای Tψ الف.

.Tσ ⊬ RFNΣn(Tσ) آنگاه Tσ = Tψ اگر ،σ(x) مانند Σn+1 فرمول هر برای ب.

.Tσ ⊬ RFN(Tσ) آنگاه Tσ = Tψ اگر ،σ(x) مانند Σn+1 فرمول هر برای ج.

نتايج بندي جمع ٩ . ۴

يعنͯ: ناتماميت، اول قضيه معنايي صورت

PA ⊆ T & AxT ∈ Σ1 & N |= T ⇒ Π1‐Th(N) ⊈ T

:(١.۴.۴ (قضيه داد تعميم زير صورت به مͯتوان را

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn & N |= T ⇒ Πn‐Th(N) ⊈ T



۵٨ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

صورت: به كه گودل‐راسر قضيه از صورت يك

PA ⊆ T & AxT ∈ Σ1 & T is 0-consistent ⇒ T /∈ Π1-Deciding

(قضيه۵.۴.٨): داد تعميم مͯتوان زير صورت به را مͯشود بيان

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is n-consistent ⇒ T /∈ Πn+1-Deciding

الͽوريتمͯ هيچ يعنͯ است، ساختͯ غير اساسͯ طور به نتيجه اين كه شد ثابت ١.٧.۴ قضيه در و

.(n ≥ 3 (براي ندارد وجود ناپذير تصميم جملههاي از) ͯͺي) محاسبه براي

هم زير صورت اين به مͯتوان را ناتماميت اول قضيه است، Σ1‐درستͯ معادل ١‐سازگاري چون

نوشت:

PA ⊆ T & AxT ∈ Σ1 & T is Σ1-sound ⇒ T /∈ Π1-Deciding

شد: داده تعميم صورت اين به ۵.۵.۴ قضيه در كه

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is Σn-sound ⇒ T /∈ Πn+1-Deciding

ناپذير تصميم جمله مͯتوانستيم و بود ساختاري ،٨.۵.۴ قضيه اثبات خلاف بر اخير، قضيه اثبات

ثابت را تعميمها اين بودن بهينه ٣.۶.۴ و ٢.۶.۴ هاي قضيه كنيم. محاسبه الͽوريتمͯ شيوهاي به را

كردند:

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is Σn−1-sound ⇏ T /∈ Complete



۵٩ تعريفپذير نظريههاي براي گودل‐راسر قضيه تعميم .۴ فصل

PA ⊆ T & AxT ∈ Σn+1 & T is (n−1)-consistent ⇏ T /∈ Complete

نظريههاي به حتͯ گودل‐راسر قضيه اوليه صورت كه داد نشان خاص طور به ٣.۶.۴ نتيجه و

نيست: تعميم قابل پذير Π1‐تعريف

PA ⊆ T & AxT ∈ Π1 & T is consistent ⇏ T /∈ Complete

٨ . ١ . ۴ قضیه بنابر بͽیریم، نظر در نظریه قضیههای مجموعه برای را تعریفپذیری که حالتͬ در

داریم:

PA ⊆ T & theorems(T ) ∈ Πn+2 & T is consistent ⇒ T /∈ Πn+1 −Complete

از حالت این ٨ . ٢ . ۴ قضیه بنابر است). T نظریه قضیههای مجموعه theorems(T ) از (منظور

است. ساختاری غیر اساسͬ طور به هم ناتمامیت پدیده
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Abstract

In this thesis we investigate the Rosserizability and constructivity of some
proofs of Gödel’s first incompleteness theorem. By “Rosserizability” we mean
that the proof goes through by assuming the (simple) consistency of the theory
(rather than its e.g. ω-consistency). By “constructivity” the existence of an
algorithm for constructing (one of) the independent sentence(s) is meant. We
give a proof for the first incompleteness theorem which resembles Chaitin’s
and uses only the consistency assumption of the theory. But for Boolos’ proof
we show that the optimal condition for the independence of the sentence is
consistency of the theory with its own consistency statement. Regarding the
constructivity, we show that none of the proofs of Boolos or Chaitin can be
constructive. In the last chapter, we present some generalizations of the first
incompleteness theorem for definable theories.



University of Tabriz
Faculty of Mathematical Sciences

DISSERTATION SUBMITTED IN PARTIAL FULFILLMENT OF THE

REQUIREMENTS FOR THE DEGREE OF DOCTOR OF PHILOSOPHY

(PH.D.) IN PURE MATHEMATICS (MATHEMATICAL LOGIC)

Rosserizing and effecivizing some proofs of the first incompleteness theorem

Supervisor

Saeed Salehi

Advisor

Jafar Sadegh Eivazloo

by

Payam Seraji

2016


